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ATTI DELLA R. ACCADEMIA 


DELLE SCIENZE FISICHE E MATEMATICHE 


SULLA TOTALITÀ DEI NUMERI PRIMI 
FINO A UN LIMITE ASSEGNATO 


MEMORIA 


del socio corrispondente GABRIELE TORELLI, a Palermo 


premiata nell'adunanza del 15 Dicembre 1900. 


Die Mathematik ist die Kénigin der Wissenschaft, aber 
die Arithmetik ist die Kònigin der Mathematik! 


GaAUSS 


(SARTORIUS von WALTERBAUSEN — Gauss-Zum 
Geddchtniss. Leipzig, 1856). 


CAPITOLO I. 


I. Tre diverse vie per iniziare le ricerche. — Il problema della determina- 
zione della totalità dei numeri primi fino a un limite assegnato fu virtualmente 
posto da EucLipE quando, nella proposizione ventesima del ara IX, stabilì « Vi 
è sempre un numero primo maggiore di ciascuno di quelli compresi in una quan- 
tità di numeri primi prefissati ». 

Ma solo molto tardi i matematici rilevarono l’ enunciato della quistione, e 
iniziarono ricerche per risolverla. 

Tre vie si presentavano per queste: 

1.* Procedere alla effettiva enumerazione, mediante la conoscenza di tutti i 
numeri primi fino al limite assegnato. 

2.° Escogitare un metodo, il quale, servendosi della effettiva conoscenza di 
solo una parte dei numeri primi fino al limite dato, offra la totalità di detti nu- 
meri primi. 

8.° Costruire una funzione di 7, senza bisogno della conoscenza dei nu- 
meri primi, la quale, per 7 eguale al limite dato, abbia per valore la totalità 
dei numeri primi fino a questo limite. 

Il metodo, puramente empirico, tracciato nella prima via pare che ceda man 
mano il passo al procedimento razionale nelle altre: non pertanto anche le ricer- 
che indicate nella terza si mantennero per un pezzo in uno stadio del tutto spe- 
rimentale (confronta III, 15 a 17). Al contrario le investigazioni nel secondo in- 
dirizzo sono state adoperate a controllare i risultati dell’esperienza e a correggere er- 
rori, che s'erano introdotti nelle osservazioni fatte per mezzo di questa (cfr. I, 3). 

AtTi— Vol. XI — Serie 2° N ]. Il 
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2. Metodo della enumerazione. Tavole dei numeri primi. — Il materiale oc- 
corrente per procedere col metodo empirico è fornito dalle tavole dei numeri primi, 
o da quelle dei più piccoli divisori di tutti i numeri, le quali contengono in sè 
le predette. 

Senza parlare delle pubblicazioni al riguardo di PreL e BrancKER (1668), 
LamBERT (1770), EuLERO (1774), FeLKkeL (1776), Vega (1797), CaerNac (1811) ed 
altre minori, che si trovano indicate nella introduzione al I volume del libro di 
Glaisher più sotto citato, dico solo che attualmente nelle opere: 

BurckHarDT — Table des diviseurs pour tous les nombres des 
1°, 2° et 3° million (ou plus exactement depuis 1 à 3036000) avec 
les nombres premiers qui s’y trouvent. Paris, 1814-17, volume uno. 

GLarsaer — Factor Table for the fourth, fifth, sixth Million- 
London, 1879-83, volumi tre. 

Dase—Factoren Tafeln fir alleZahlen der siebenten, achten, 
neunten Million. Hamburg 1862-65, volumi tre. 

Dase und RosenseRG — Factoren Tafeln fir alle Zahlen der zehnte 
Million depositate nell’ Archivio dell'Accademia di Berlino (cfr. Volume I di Glai- 
sher, Introduction, p. 28), 

e nell’articolo: 

Davis— Les nombres premiers de 100000001 à 100 001 699. Zz0u- 
ville, Journal de mathematigues, série 2°, vol. 11, p. 188, 1866, 
si possiede una non interrotta tavola di numeri primi da 1 a 10 milioni, oltre 
una successione di 99 numeri primi in una regione ben più avanzata nella serie 
naturale. i 

Nella introduzione del suo terzo volume Glaisher ha aggiunto i risultati di 
una enumerazione molto accurata dei numeri, che nella tavola fino al 9° milione 
sono indicati come primi. 

Nella tabella situata in fine del presente lavoro si trovano iscritti alla 7° co- 
lonna parte dei risultati della enumerazione di Glaisher, cioè le totalità dei nu- 
meri primi inferiori ai limiti iscritti nella 1° colonna, i quali costituiscono una 
progressione aritmetica avente per primo termine e per ragione 200 000. L unità 
non è contata frai numeri primi. 

Il molto, che ho da dire, non mi consente di accennare ai procedimenti, quasi 
meccanici, mediante i quali, per costruire la tavola, si è cercato di semplificare 
alquanto il metodo primitivo del crivello di Eratostene, e i mezzi più sicuri per 
eseguire, con poca probabilità di sviste, l'enumerazione. Rimando perciò alle intro- 
duzioni delle opere citate, a varii articoli del GLarsHER (Proceding of Cambridge 
Pluilos. Soc., t. II, 1876-78, Messenger of Math., t. VII, neu series, 1877), e 
all'opuscolo 

Le sescue — Tables diverses pour la décomposition des nom- 
bres en leurs facteurs premiers. Paris, 1864. 

Per ulteriori perfezionamenti sono da consultare: 

Tuxen — Bidrag til Liren om Primtallene. 7idsskrift for Mathe- 
mati (4) V p. 16, 1881. 

Larsant — Sur une méthode pour la construction d’une table 


ae, que 
de nombres premiers. Association Francaise pour lavancement des sciences. 
Comptes rendus de la 20° session. Congrès de Marseille, 2° partie, p. 165, 1891-92. 

ScHarrra—Cribrum algebraicum, oder die cofunctional Ent- 
stehung der Primzahlen. Jaresbericht der Deutschen Mathematiher- Verei- 
nigung. V Band, p. 69, 1897. 

3. Errori nelle Tavole dei numeri primi. — Ciò che non può tacersi è che le 
tavole dei divisori, malgrado la grande diligenza dei calcolatori, che hanno con- 
tribuito a formarle, non sono scevre da errori, sia relativi alla classificazione di 
primo , sia relativi a falsa indicazione del più piccolo divisore. Finora ne sono 
stati segnalati 39 nella parte dovuta a Burckhardt, 3 soli in quella costruita da 
Glaisher, e 99 nella terza di Dase fino al 9° milione. Queste segnalazioni sono 
dovute a OppermanN, MeIssEL, e più di tutti a BerreLsEN, del quale i procedi- 
menti pazienti e ingegnosi consistono per lo più (almeno per quanto riguarda le 
false indicazioni di primo) in un’acconcia comparazione frai risultati della enu- 
merazione effettiva di Glaisher, e della calcolazìone di formole, che si trovano nel 
Capitolo seguente *). 

Detti procedimenti si leggono insieme alla lista degli errori scoverti, e a 
quanto finoggi si possiede di più completo, e più corretto in fatto di valori della 
totalità dei numeri primi fino a un limite assegnato, nell’articolo: 

Gram — Rapport sur quelques calculs entrepris par M. BertEL- 
sen, et concernant les nombres premiers. Acta Mathematica , vol. 17, 
p. 301, 1893. 

4, Lavori sul problema di riconoscere se un numero composto di molte cifre 
sia o no primo. — Malgrado l’esistenza delle pubblicazioni sopra indicate, si potrà 
nulladimeno aver bisogno di assicurarsi da sè medesimo se un intero composto di 
molte cifre sia o no primo, o più generalmente di cercare il minimo divisore di 
esso; e Ciò o per non possedere le tavole, o perchè il numero in quistione supera 
l’estremo limite delle stesse. 

Si dovrà usare il metodo penoso dell’aritmetica elementare, o potrà l’aritme- 
tica superiore agevolare i calcoli? 

Di tal problema, oltre FuLERO, si sono occupati varii scrittori moderni. La 
teoria delle congruenze viene in ajuto; giacchè per essa sì può determinare, dalla 
forma di un numero dato, quella di tutti i suoi divisori: così non si dovranno 
provare che numeri di forme determinate. 

Gauss consacra alla quistione in parola le pag. da 329 a 334 delle Disqui- 
sitiones arithmeticae, e nel libro: i 

TcHEsicHEr — Teoria delle congruenze, traduttrice I. Massarini. Roma, 
1895, si rinviene a pag. 183 un capitolo dedicato a tale quistione. 

Si possono ancora al riguardo consultare utilmente le memorie: 


*) Da un confronto della lista di Bertelsen colle tavole può dedursi che in queste 


fino al 3° milione sono dati come primi 13 numeri composti, e come composti 13 nnmeri primi 
dal 3°. » 6° » » » 2 » » » bg » 
dal 0° » 9° » » » 81 » » » 4 » » 


ME 

TaaaruP— Undersogelse af om et e Tal er et Primtal. T'idsshrift 
for Mathematik. (4) V p. 77, 1881. 

SeeLHorr — Priifung gròsseren Zahlen auf ihre Eigenschaft als 
Primzahlen American Journal of Mathematies. Vol. VII, p. 264 e vol. VIII, 
p. 26, 1885-86. 

Ibex — Nova methodus numeros compositos a primis dignoscendi, 
illorumque factores inveniendi. /bidem. Vol. VIII, p. 39, 1886. 

Pepiy — Extension de la méthode d’Euler pour la décomposition des 
grands nombres en facteurs premiers. Atti dell'Accademia Pontificia dei 
nuovi Lincei. Vol. IX, p. 47, 1893. 

BiooLe—On Factorization. A few Methods of factorizing composite 
Numbers of unknown Form. Z%e Messenger of Mathematics. New series, tom. 
XXVIII, p. 116, 1899. 

In Francia, oltre qualche autore più antico, si è occupato con alacrità della 
questione in parola E. Lucas negli scritti: 

Lucas E. — Sur la théorie des nombres premiers. Atti della R. Acca- 
demia delle scienze di Torino. Vol. XI, p. 928, 1875-76. 

Ipex — Théorèmes d’arithmétique. Zidem. Vol. XIII, p. 271, 1877-78. 

Ibex — Sur le neuvième nombre parfait. MaHesis. Vol. VII, p. 45, 1887. 

Ipem — Théorie des nombres. T. I, p. 350, Paris, 1891. 

In essi l’autore perviene ad una serie di verità, le quali permettono di appu- 
rare, in un tempo relativamente breve, se un dato numero #, di venti o trenta cifre 
sia primo o no, allorchè si conosce la decomposizione in fattori primi dei numeri 
ml. Poi prende specialmente in mira i numeri della forma 2°" +1, 02° — 1. 

Gli uni si presentano nel problema della divisione del circolo; non possono 
essere primi, se non quando l'esponente n è una potenza di 2, e quando lo sono, 
vengono detti numeri primi di Gauss. ErsensrEIN (Crelle Journal fir d. r. u. a. 
M. Bd. XXVII, p. 86, 1844) annunziò di possedere la prova della proposizione 
che vi sono dl numeri primi della forma 2° + 1; ma non si conosce nè la 
sua, nè altra dimostrazione del detto enunciato. 

Condizione necessaria, ma non sufficiente, affinchè 2" — 1 sia primo, è che 
l'esponente n eguagli esso stesso un numero primo p. I numeri primi della forma 
2° — 1 occorrono nella ricerca dei numeri perfetti. 

Nella prefazione dell’opera 

MersENNE — Cogitata phisico-mathematica. Paris, 1644, 
fu affermato che per p compreso fra 31 e 257 non vi sono che i valori di p eguali 
a 31, 67, 127, 257 pei quali 2'— 1 sia primo. 

Finora quest’asserzione si è verificata per tutti i valori di p inferiori a 61, 
e per 14 frai 38 esponenti primi maggiori di 61 e non superiori a 257; s'è tro- 
vata fallace per p_=61, essendosi accertato prima di PerWwOUCHINE, poi da SEELHOFF, 
e infine da HupeLor che 


251 — 1—=2 305 843 009 213 693 951 


è un numero primo. Esso è il più gran numero primo finoggi conosciuto, e for- 
nisce il 9° numero perfetto. 


E PI 

Non voglio omettere di segnalare ancora l'articolo 

Lawrence — Factorisation of Numbers. Z%e Quarterly Journal of pure 
and applied Mathematics. Vol. XXVIII, p. 285, 1896, 

il quale s’occupa del problema di trovare il minimo divisore d’un numero e ter- 
mina colla proposta d’una machina, che, se fosse messa in moto per mezzo del- 
l’elettricità, e lasciata a sè stessa, si arresterebbe appena trovata la soluzione. 

5. Lavori sui posti della serie naturale, dove più rari sono i numeri primi. — 
Pongo fine a questo rapido cenno dei lavori del genere, di quelli, su cui mi sono 
intrattenuto in questo primo capitolo, col notare che, se occorre conoscere posti 
della serie naturale, dove più rari sono i numeri primi, li si rinverrebbero negli 
scritti : 

Lr Bescue—Exercices d Analyse numérique, p. 116. Paris, 1859 e Vou- 
velles Annales de Mathématique, p. 130, 1856. 

GrLarsner — On long Successions of composite Numbers. Z%e Messen- 
ger of Mathematies. New series, t. VII, p. 102, 1877, e Vol. III, p. 33 e s. della 
Factor Table etc. 


CAPITOLO II. 


6. Procedimento di Legendre, mediante il quale si calcola la totalità 3(m) dei 
numeri primi non superiori ad 7, quando sono noti solo i numeri primi non su- 
periori a V/m. — Passo ora ad esporre le soluzioni escogitate seguendo il secondo 
indirizzo. 

LecenprE nell’Essai sur la Théorie des nombres, IV partie, $ XI, 1808 
tratta la quistione: 

Dati gli #1: numeri in progressione aritmetica 


(1) AZÈIOIZATZGOTIIÀ —C, a RATG.; 
dove A e C sono interi primi fra loro, e quanti si vogliano numeri primi 


(2) CORSIE E ROSSINI Po 


di cui nessuno divida A, cercare quanti vi sono frai numeri (1), che non siano 
divisibili per nessuno dei numeri (2). 
Con elementari considerazioni deduce che se s' indica in generale con g 


tero più piccolo di 7, tale che A9°+ C sia divisibile per 9, e con E(4) il mas- 


simo intero non superiore al quoziente L , il numero cercato è fornito dall’espres- 


® 1 in- 


sione 


m-Y 5) +Qe(t 009) _ So ta 
Li i,j=1 Ns e #5 


= 


“e 
dove i termini debbono continuare fino a tanto che i divisori non eccedono 
mA — C. 
Se m è divisibile pel prodotto 9,9,-..%: la precedente espressione si riduce a 


n » n 


m m ine 1 1 1 
o fe — + = - +.=m(1-+)(1-2)-(1-3). 
Li z Yilj A VECELIO i da In 


11 = 


Posto A=1, C=0 segue che 
a) Frai numeri della serie naturale 


RR RE ROL) 
ve ne sono 


(3) PB (È) "n x a fe p È Foza 


i=l i,j=1 î,Î,h=1 


non divisibili pei numeri primi 


Li 3a 10001 In 


E posto A=2, C=1, segue che 
b) Zrai numeri dispari 


ve ne sono 


1 1 
a 1 a +3 (971 +5 041) 


i,j=2 


dI TO; ite: 


izj,h=2 
non divisibili per aleuno dei numeri primi dispari q,,Q3:-:+39,- 

Quanto precede fornisce delle vie per calcolare la totalità dei numeri primi 
non superiori a un limite dato #, la quale in tutto questo scritto indicherò co- 
stantemente col simbolo 3(). 

Così se 2 — 1 è il limite dato, o il numero dispari, che immediatamente 
precede questo limite, e se 3,5,7,...,%, sono tutti i numeri primi dispari non 
superiori a V2w — 1, la 4) dà 1 più la totalità dei numeri primi, che superano 
V2m—1, e non sorpassano 2w — 1; aggiungendo x — 1 al risultato si ottiene 
il numero cercato, non contando l'unità frai numeri primi, e tenendo invece conto 
del numero primo 2. 


Porj. pre? 
Esempio: 3(500); mn =250, n=8; 


da=3 , da=5, ©4371, %=13. q=17,9=19. 


2 topi i TA RARIRRARTE OPE ESSE) 

Pic 257 5 290 > pi OPE Lo) 

+ aei 4 uttette tt Pa 

+67 ; E LES 9l PE +49 De 

+ E ER 

baia 

+83) 
(e Fio + no +4 10 +? Eos E 
pilu 
seftenti 402) 


+7 
—250 — 2399+91 —144+7=9; 


dunque la totalità dei numeri primi non superiori a 500 è 95. 
7. Lo stesso Legendre insegna a semplificare questo computo: s’indichi con 
T(2m —1,) la espressione (4). E facilmente verificabile mediante la 


1 1 
a 1) 
(5) T@n-1,@=n—Ye(——_ SI IDR 
; i=2 Li i,j=2 
che 
1 
T@m—1,n)=T@2—1,n-1)—T[2E(— 


e 
I, 


Questa formola di riduzione agevola il calcolo di T(2w — 1, x). Così nel caso 
dell'esempio precedente si ha 


T (499,8) = T (499,7) — T (25,7) 
T (499,7) = T (499,6) — T(29,6) 
T (499.6) = T(499,5) — T(37.5) 
T (499,5) = T(499,4) — T(45,4) . 


Sommando si ricava 
T(499,8) = T(499,4) — T(25,7) — T(29,6) — T(37,5) — T(45,4) . 


Per la (5) è 
rs9,4=20— (Eli se +28) 
264 n00 267 


302 
105 


= 250 — 169+ 36 —2=115. 


Ora tenendo presente la tavola dei numeri primi fino a 45 si ha 


T(25,7)=1- totalità dei numeri primi superiori a 17, e che non sorpassano 25 = 3 


T(29,6)=1+ » » » 13, » » 29 =D 

T(379)=1+ » » » Li; » » 37=8 

T(45,4)=1+ » » » CA » » 4534 
donde 


T(499,8)=115—27=88; 
perciò 
S(500) =88 +7=95. 


8. Lavori strettamente connessi col procedimento di Legendre. — Sopra le 
formole di Legendre qui esposte al $ 6 si aggirano varie comunicazioni di Jox- 
quigres, LipscHITz, e SyLvester pubblicate nei volumi 95 e 96 (1882-83) dei 
Comptes rendus des stances de l Académie des sciences, e la nota del D." Paci Sul 
numero dei numeri primi inferiori a un dato numero. Parma, 1879; ma 
nulla di sostanzialmente nuovo aggiungono, almeno relativamente alla quistione 
qui contemplata. 

È notevole per altro l’aspetto sotto al quale Sylvester considera il teorema %) 
del $ 6, riguardandolo quale corollario d'un teorema logico, che messo sotto forma 
scuote equivale a dire che: i 

Se A,B,C,... sono dei corpi con facoltà di compenetrarsi contenuti in un vaso 
Tacqua, e se a,ab,abc,... rappresentano simbolicamente i volumi di A, della parte 
comune ad A e B, di quella comune ad A,B,C,...; allora il volume di liquido spo- 
stato dall’assieme dei corpi sarà 


Va— Mab+ Mabe—... A 


(Questo modo di considerare però già non era nuovo: esso si riscontra in una 
nota di Smira pubblicata nel 1857, della quale parlerò nel (Cap. VI, $ 41). 
9. Soggiungo ancora che senza che ne sia accorto il VoLLeREcHT, nell’ ar- 


pela” ge 
ticolo Ueber die Bestimmung der Anzahl-der Primzahlen bis zu eine® 
gegebenen Zahl N, mit Helfe der Primzahlen, welche kleiner als YN 
sind. Zeitschrift fur Mathematik und Physik. Vol. XL, p. 118, 1895, non propone 
in sostanza, sotto forma non preferibile, che il procedimento di Legendre qui esposto 
nel $ 7. 

Maggiore originalità si riscontra nello scritto: 

Graere—Bestimmung der Anzahl unter einer gegebenen Zahl wm 
liegenden Primzahlen, wenn die unter Vm liegenden Primzahlen be- 
kannt sind. Zestschrift fr Math. u. Ph. Vol. XXXIX, p. 38, 1894. 

In fondo, sebbene non lo si dica esplicitamente, la formola fondamentale di 
Legendre è quella che campeggia; ma è combinata colla osservazione che i nu- 
meri primi, eccetto 2 e 3, appartengono all’una o all’altra delle due forme 6n + 1, 
62 + 5. Per mezzo di tale combinazione il Graefe immagina delle tavole, me- 
diante le quali i varii termini della formola di Legendre possono senza molto la- 
voro calcolarsi, e le costruisce fino ad #.= 10000. i 

10. Procedimento di Meissel. — Un progresso notevole segna nell’indirizzo, 
che ora sto esaminando, la memoria 

MeisseL — Berechnung der Menge der Primzallen innerhalb gege- 
benen Grenze. Mathematische Annalen, t. IL, p. 686; t. III p.523; t. XXI, p. 302; 
t. XXV, p. 251, 1871-85. 

In questa l’autore comincia dallo stabilire una formola in ispecial modo adatta 
alla calcolazione in cifre, e poi l’applica a varii esempii. Indicando da ora in poi 
con p, l’a"° numero primo, quindi ponendo 


oe, pè Pap! SAI ARR AC 


sì denoti con ®(w , n) il valore, che acquista l’espressione (3), supponendo, quale 
che sia 2,9,.=p;; cioè sì ritenga 


» 


(6) ®(m, n= Ne(2 )axr (2)- xe( Pi +e 


i=l gdal DPiP; ijn=1 PiP;Pn 


Per la funzione ® sussiste, analogamente a quanto già dissi per la funzione 
T del $ 7, una formola di riduzione fucil mente verificabile per mezzo di (6), cioè 


(7) O(m,m=®m,n-1)-®(eZ;a-1). 
} 


Denoto inoltre con #, un intero compreso fra 3(m) e 3(}") potendo, raggiun- 
gere questi limiti. Allora ®(m,,), esprimendo la totalità dei numeri della suc- 
cessione 1,2,3,...,72 non divisibili per p,,7,:---:2»; equivale alla totalità dei 
numeri 

l*; Png4? Paso 30000 Psi» 


cioè a 3(m) — n, + 1. Dunque: 
Arti— Vol XI — Serie 2°-—N° ] 


(5° 


Re | RS 
Se P intero n, verifica le inequaglianze 


3{m) n, >>(Vm) 
si ha 
(8) S(m)=®(m,n) + an, 1. 


Il. Per la definizione del simbolo > si hanno 
Peyo È Va : Vin <Psjaa 
le quali possono anche scriversi 


— dat da > E 
Ps, Va — Vin Da Pelati 


moltiplicando ambedue queste per #, e in seguito estraendo nella seconda le ra- 
dici quadrate da ambo i membri, si hanno 


donde 


Ora chiamando 4, un intero, che soddisfaccia alle ineguaglianze 


s(Va)>a 2), 
sl ha 
(AE) AA, (VS a 
dunque 
>()>»2 = (VE). 
e quindi anche 


s(e= — > n? (Ve 


Paci n): 


Perciò alla funzione + i n.) si può applicare la (8), e risulta 


s(E 2_)=e(e-E. n) +m—1 x 
Pat Pays 


Lecd |; pes 
la quale, in virtù della (7), può scriversi: 


(E RO ia sn) —d(m,n,+-1)+n,—1. 


Mutando in questa successivamente, la #, in 2, +1,2,+2,..., s(Va)— 1, ed 
aggiungendo ad essa le eguaglianze così ricavate, e l’altra 


S(m) =®(m,MVa))-s(Vm)-1, 
compresa nella (8), si deduce dopo facili riduzioni la formola fondamentale di 
Meissel, che dà luogo al teorema: 


Se D intero n, verifica le inequaglianze 


s(Va)> a 23(Vm) > 


si ha 
S(Vm) cd Ras 
(0) S3(m)=®(m,n)—Y s(E n) i oe) 2) Di 3 Ai 
ian 1 : & 


Nelle applicazioni ad esempii Meissel assegna ad #, il minimo valore, che 


PRA e 
può avere, cioè 3(V), e calcola il primo termine del secondo membro ®(w.,3(V7)) 
sia giovandosi della (7), sia dell’osservazione che se il numero # diviso pel pro- 
dotto 7, 7,---p, dà per quoziente intero 9g e per resto n, si ha per la (6) 


d(m, n) =P(9P,Pa---P.,) + PL, n) 


= qPPa->-Pa (1 1) (1-)-(1-7) +0,» 


Pi Pa 
= q(p,—1)(p.-1)...(p,.—-1) + P(h,2). 


Tale osservazione gli consiglia di costruire tavole ausiliarie; contenenti i va- 
lori di un certo numero di funzione ® e >, mediante le quali il computo risulta 
notevolmente abbreviato. Per tale via egli ottiene 


s(20000) = 2262 
S(500 000) = 41538 
(1000 000) = 78 498 


(10000 000) = 664579 
(100 000 000) = 5 761 455 
S(1.000 000 000) = 50 847 478 . 


Nella 6° colonna della tabella, che si trova in fine del presente lavoro, sono 
stati iscritti parte dei risultati ottenuti da Bertelsen applicando la formola di 
Meissel. Essì vanno considerati come assolutamente corretti, mentre nol possono 


— i 

essere quelli della diretta enumerazione di Glaisher, a causa degli errori scoverti 
nelle tavole (cfr. I, 3). Le deviazioni dei risultati ottenuti mediante le formole di 
altri autori le ho perciò calcolate riferendomi ai numeri della 6° colonna ritenuti 
come i valori esatti. 

Applico la formola di Meissel al solito esempio 3(500). 

Si ha 

s(Y/500) = 8 A s(VEo0) = 4: 


v«209 i 20) 500 500 n 
300) — (A = aaa e a D, 
3,300) = ®(500, 4) È (E +5(E ni (E 0) I >(E Fate 33 


(500,4) =2.2.4.6-+ d(80, 4) 
®(80,4) =®(80,1) — @(11,3) — 9(16, 2) — d(26,1)—=40—3—-5—13= 19 


(1 no) (A ! (6200), (ei) =s )-+3(88) + 3(29) +-3(26) = 


14--12-4+10--9=45 
3(500)=2.2.4.6-4+19-—4354+25=95. 


12. Lavori strettamente connessi con quello di Meissel. — Col lavoro di 
Meissel intimamente si collegano due note di Lugli e Baranowsky, ma prima oc- 
corre che io menzioni che la comunicazione 

Prarron pe Movwpésir — Formuies pour le calcul exact de la to- 
talité des nombres premiers compris entre 0 et un nombre pair 
quelconque 2N. Association Francaise pour l'avancement des sciences. Comptes 
rendus de la 6° session. Congrès de Le Havre, p. 79, 1877-98, 
contiene una investigazione simile alla precedente, in cui l’autore determina col suo 
procedimento il numero dei primi inferiori a 100, 1000, 10000, 100000, 1000000; 
e aggiunge che queste determinazioni le avea fatto fin dal 1864 (cfr. $ 14). 

Ed ora noto che nell'articolo } 

Luo.t — Sul numero dei numeri primi da 1 ad n. Giornale di Ma- 
tematiche Battaghini. Vol. XXVI, p. 86, 18883. 
l’autore riproduce le precedenti ricerche di Meissel leggermente modificando il me- 
todo, e la equazione finale; ma io reputo più conveniente la forma adoperata da 
Meissel, giacchè il numero s, che secondo*Lugli bisogna andar determinando col 
criterio di essere il più piccolo numero, pel quale si abbia la relazione 


m 
Ps > e(V/2 ). 


nella memoria di Meissel si trova già semplicissimamente determinato ed egua- 


glia s(Via) + 1. Nella nota 

Baranowsky — Ueber die Formeln zur Berechnung der An egli 
der eine gegebene Grenze nicht ibersteigenden Primzahlen. 
Itozprawy Wydzial matematyezno-preyrodniezy Ahademi Umiejetnoss ci w Krako- 


10) 


SIL (Vez x 1] SARA (S(V7)-+1) (&(Vm)—2) n3(ny — 3) 
3 O I. 


Lega 
wie. Ser. II, tom. VIII, p. 192, 1895 (sunto in tedesco nel Bu//etin della medesima 
Accademia per l’anno 1894, p. 280) 


3 
si applica la formola (9) per #a,=3>(V) al caso di m= 100 000, e trovato 
(100 000) — 9592 


si stabilisce il confronto frai calcoli fatti o partendo direttamente dalla (8), o per 
mezzo della (9), si giudica essere essi egualmente laboriosi, e si conchiude che 
in grazia della semplicità merita preferenza la (8). 

Ora a ciò io mi permetto di soggiungere la seguente osservazione. Che la (9) 
non indica che un modo di aggruppare i vega che si introducono nella (8) 
mediante la replicata applicazione della (7), risulta dallo stesso procedimento ado- 
perato per rinvenirla. Però a giudicare della convenienza di usare la (9) non si può 
farlo guardando un esempio isolato; ma occorre tener conto che, nell’ impiego si- 
stematico di essa, si può ricorrere alle tavole ausiliarie consigliate da Meissel, più 
sopra accennate, e che agevolano il penoso lavoro. 

13. Procedimento di Rogel. — Nel medesimo ordine di idee di Meissel è en- 
trato il Roger per mezzo degli articoli 

Die Bestimmung der Anzahl Primzabhlen, welche nicht gròs- 
ser alseine gegebene Zahl sind. Archiv der Math. vu. Phys. 2° Reihe, Bd.VII, 
p. 381, 1887. 

Zur Bestimmung der Anzahl Primzahlen unter gegebenen 
Grezen. Matematische Annalen, Bd. XXXVI, p. 304, 1896. 

Die Bestimmungder Anzahlder unter einergegebenen Gren- 
ze liegenden Primzablen. Ares. der Math. v. Phys., 2° Reihe, Bd. XVII, 
p. 225, 1890 (quasi identico al precedente) 
nei quali l’autore, dopo aver esposto con altre notazioni e con ragionamenti al- 
quanto differenti i risultati più sopra riferiti, procede ad una estensione, che tradotta * 
nella forma da me adottata si riduce a questo: Come servendosi di (8) si perviene 
a (9), nella quale la funzione ®(#, n) coll'argomento #, si è ridotta a ®(2, 2,) 
coll’ argomento minore #,, così da (9) si può passare analogamente ad una for- 
mola contenente una funzione Re ) con argomento %, minore di »,. Ed. invero 


na £ dna "fa SRer: i 
considerando Vi e Viz in luogo di Vm e Va, e seguendo un ragionamento del 
tutto simile a quello del $ 11 si perviene alla conchiusione: 

Se l'intero n, verifica le inequaglianze 


3(Va) > i > (Vin m) , 


st ha 
3 LI fm) 
s(Va) s(Va) s(y Ei! 
m "i m 
sm) = Dm, 3) — È s(E jr Y Y >(E ) 
inz.! un 7; i=ny 1 i=j PiPj 


to 
iv] 


o ta 


î 


iù SEE 
Il procedimento si presta ad essere esteso ancora, cosa che il Rogel fa; ma 
io qui m’arresto, limitandomi ad applicare la (10) al solito esempio 3(500). 
Si ha 


s(V500)=4 i s(V500)=2; 
laonde i 
(300) = ® (500,2) — [3(100) + 3(71) -}- 3(45) + 3(88) + 3(29) +-3(26)] 
— 130) + 3(14) + $(10)] 4 36 
—=167—(25-+20-+144+124+10+9)—(8+6-4+4)+36=95. 


La medesima ricerca è pure riprodotta da Rogel in altro suo lavoro, però con 
una soggiunta, che meglio si riattacca coll’argomento del Cap. XII: ecco perchè 
io parlerò di tale scritto nel $ 122. 

14. Parziale priorità di Hargreave. — Ma senza nulla detrarre al merito di 
Meissel e Rogel, non può tacersi che il loro metodo non è interamente nuovo, es- 
sendo essi stati prevenuti, in parte, dal giurista matematico HaArGREAYE, il quale 
fin dal 1854 nella sua memoria On the Law of Prime Numbers, Ze Phi- 
losophical Magazine and Journal of Science, 4° serie, vol. VIII, p. 114, espone un 
procedimento, forse più intuito che dimostrato, il quale tradotto in formole dà luogo 
proprio alle (9) e (10) ed analoghe. Soltanto Hargreave non determina esattamente 
i limiti, frai quali possono scegliersi i numeri qui dinotati con #,,%,,...; e crede 
che essi possano assumersi in ogni caso eguali a 8 o 9, o, se è il bisogno, a 10 
o 11. Egli applica il procedimento colla formola, che immediatamente seguirebbe 
la (10), e trova 

5(1000000)= 78 494 
$(5 000 000) = 348 527 


$(10 000 000) = 664 632 . 


In tali casi la limitazione risultante dal ragionamento sopra indicato darebbe 
rispettivamente 
>, 26 A 15> 2,28 x 16>a29. 


Il valore n,=9 scelto da Hargreave soddisfa a queste ineguaglianze, dunque 
non sono da attribuirsi a questa causa le lievi differenze trai valori trovati da 
Meissel e Hargreave. 


CAPITOLO III. 


15. Primi tentativi per costruire la funzione 6(7) esprimente la totalità dei 
numeri primi inferiori ad z, senza bisogno della conoscenza dei numeri primi. 
Formola di Legendre.—La terza via indicata nel (1,1) è, senza dubio, la più im- 
portante; ma nel percorrerla si sono trovate tante difficoltà che più d’un valente du- 
bitò che, coi mezzi, a disposizione dell'Analisi, si fosse potuto raggiungere la meta. 

Come ho detto nel citato $, nel fare i primi passi per detta via si prese per 
guida l’esperienza. 


abg "— s6 

Infatti Lecenpre nel $ VII della IV Parte dell’Essai sur la Théorie des 
Nombres, 1808, osservando in un certo numero di esempii il valore della tota- 
lità 6(2) *) dei numeri primi inferiori ad # trovato mediante l’enumerazione sulle 
tavole di Wega, e paragonandolo col valore corrispondente della frazione 


a 
log —1,08366 ’ 


in cui log dinota il logaritmo neperiano di , conchiude che la formola, la quale 
risolve la quistione per # abbastanza grande, è 


È ax 
(11) enna 

Egli si spiega le differenze, che si notano nella maggior parte dei casi frai 
due membri, colla frase: 

« È impossibile che una formola rappresenti più fedelmente una serie di nu- 
« meri d’una così grande estensione, e soggetta necessariamente a delle frequenti 
« anomalie ». 

Poi si propone di dar qualche saggio di una dimostrazione di questa egua- 
glianza; ma la esposizione degli argomenti, che adduce, mal cela la poca fiducia, 
che egli stesso aveva nel loro valore. 

Passa in ultimo ad applicare la sua formula a problemi, dei quali a tempo 
opportuno parlerò (Cap. VII). Stimo inutile rilevare i punti deboli delle argomen- 
tazioni su accennate, poichè da quanto appresso dirò (IV, 24) risulterà il conve- 
niente apprezzamento della (11). 

Una osservazione però credo opportuno premettere fin da ora; 6(7) è una fun- 
zione discontinua, i punti di discontinuità essendo i numeri primi; invece la fun- 


zione < è continua; dunque eguaglianza fra esse, e i erale fra 0 (2 
log —1,08366 ca da que eguaglia esse, e in generale fra 0(%) 


e qualsiasi funzione continua, non vi potrà essere. Tuttavia l’intuito di Legendre 


x . . . . . 
scorse che fra la 8(7) e iog=_=1,08368 esiste intimo legame, come altri furono resi 


edotti che la stessa cosa avviene fra 0(7) e qualche altra funzione continua; ma 
fino a quando non si comincia dal porre in chiara luce la natura esatta di questo 
legame, non vi potrà essere ragionamento rigoroso. 

Nella seconda colonna della tabella, che si trova in fine del presente lavoro, 
ho iscritti i risultati ottenuti secondo la formola di Legendre, insieme colle de- 
viazioni, per ogni 100 000, dai risultati secondo la formola di Meissel; queste de- 
viazioni sono date perciò dalla formola 


a 
loga —1,08366 
9(2) 


— 02) 
.100000 . 


*) Dei due simboli $ e 6 si potrebbe evitarne uno, giacchè è 3(2) = @[E(2 + 1]; ma le nota- 
zioni diventerebbero fastidiose. Ho creduto perciò opportuno adoperare i due simboli differenti, ma af- 
fini, (x), 0(«) per indicare rispettivamente le totalità dei numeri primi non superiori, o inferiori ad «. 


de 

Il paragone, che in seguito sarà fatto (cfr. III, 17; V, 37 e 88), coi risultati 
di altre formole fornirà al lettore il giusto giudizio sulla formola di Legendre. 

IS. Modifica apportata da Drach. — Il Dracxk nel breve articolo 

On the empirical Law in the Enumeration of prime Number. 7%e 
Philosophical Magazine and Journal of Science. Serie 3°, vol. XXIV, pag. 192, 1844 
si preoccupò di fornire una genesi del numero 1,08366, che comparisce in (11), 
per mezzo di qualcuno dei numeri trascendenti, che d’ordinario si presentano nelle 
ricerche numeriche. 

Per trovarla trasformò la (11) in 


il 
ge 10) et Ce ast, 


ed osservò poi che 
5 ee 
5 Vr=2,05482 ; 


ciò gli bastò per credere probabile che la formola dovesse esser corretta così: 


RAT 02) —_ È ZA . 
ossia 
(12) () 2) —_ + ISPRA È 
log. + log fessi 
©) D 5 Va 


Calcolò quindi in 22 esempii le deviazioni dei risultati delle formole (11) e 
(12) da quello della diretta enumerazione sulle tavole e notò che la (12) riduceva 
di qualchè unità le massime deviazioni positive. Risulterà vano l’artifizio proposto 
quando si vedrà che il numero 1,08366 è messo fuori da una critica più acuta 
[efr. IV, 21 c), 22 e)]. 

In fine Drach fece una osservazione più assennata, che suona presso a poco 


x S DO XL 
così: Se si assume come formola rappresentante 6(7) la frazione io =G? © 88 
i oga— ; 


segnando varii valori ad 4, si eguaglia la frazione ai risultati della effettiva enu- 
merazione, si ottengono per G valori, che decrescono al crescere di 2; dunque in 
fondo G non è costante, ma funzione di 7. Eguale osservazione si trova nella let- 
tera di Gauss ad Enke, che fra poco citerò. 

Il Glaisher a pag. 77 della introduzione al vol. III delle sue Tavole fa va- 
riare 2 da 50 000 a 9000000 di 50 000 unità per volta, calcola per ogni valore 
di x la quantità G, e trova che essa decresce lentamente da 1,08078 a 1,07666; 
per 7=10000000 scende a 1,07110, e per x=100 000000 a 1,06397. Fra breve 
(V, 36 a 39) saranno trovate formole nelle quali in luogo della pseudocostante fi- 
gurano opportune funzioni della 7, che mettono in piena luce quanto si riferisce 
al termine — G. 

17. Formole di Gauss e di Enke. — Più fortunata di quella di Legendre, seb- 
bene a prima giunta non paja, fu la ricerca anch'essa empirica di Gauss, il quale 


Pooh ge 

nella sua lettera ad Enke del 24 dicembre 1849 (WeERKE, vol. II, p. 444) *) così 
sì esprimeva : 

« Fin dal 1792 o 93 io avevo diretta la mia attenzione sulla decrescente fre- 
« quenza dei numeri primi, e a questo scopo avevo calcolata questa in ciascuna 
« chiliade. Io riconobbi subito che tale frequenza, in tutte le fluttuazioni, all’ in- 
« grosso, è prossimamente proporzionale all’ inverso del logaritmo, cosicchè il nu- 
« mero di tutti i numeri primi al di sotto di un dato numero ., è espresso dal- 


« l’ integrale f ai logaritmi s'intendono iperbolici ». Il fatto, che si assu- 
gd loga 


me come frutto dell’esperienza, e la conseguenza 


(13) 0(@)= 


che se ne trae, sono ben lungi dal potersi considerare, mediante il passo surri- 
portato, come acquisiti alla scienza. Basta l’ osservazione fatta a proposito della 
formola (11) per poterli infirmare. Ma si vedrà in seguito quanto felice sia stato 
l’intuito, che condusse Gauss sulle tracce della verità. 

La lettera di Gauss rispondeva ad una di Enke (in data del 4 dicembre 1849), 
in cui questi manifestava l'opinione della convenienza di sostituire la formola di. 
Legendre coll’altra 

a 
xL 10}to8e x 


01) _ cu 
to] 


Gauss, dichiarando che prima non gli era noto che Legendre s’ era occupato di 
tale soggetto, paragona in sei esempii la propria formola alle altre due. Cinque 
dei sei risultati dànno la preferenza alla formola di Gauss su quella di Enke; e, 
in quanto a quella di Legendre, egli trova che i numeri ottenuti con questa de- 
viano meno che i valori trovati colla sua. Tale fatto potrebbe, a prima giunta, 
far giudicare preferibile la formola di Legendre; ma Gauss osserva che le devia- 
zioni offerte da tale formola, per # crescente, aumentano più rapidamente di quelle 
della sua; sicchè, soggiunge egli, « sarebbe facilmente possibile che, dopo molto 
« procedere, le prime sorpassino le seconde ». 

Agevolmente si riscontra che la previsione di Gauss perfettamente si avvera. 


, insieme alle 


: ETRE o die: d 
Nella solita tabella ho iscritti alla terza colonna i valori di / ni 


oga 
1a 2 
a — (2) 
08 È 
deviazioni relative corrispondenti date da _=________.100 000. Fino ad 7=4800 
6%) 


*) Nel libro Le Bescve Exercices d’Analyse numérique Paris, 1859 p. 123 è riferito che 
una corrispondenza fra Bessel e Olbers del settembre 1810 prova che già prima d’allora Gauss 
era in possesso della proposizione da lui poi annunziata nella lettera ad Enke del 1849 (cfr. anche Op- 
PERMANN, Om vor Kundskab om Primtallenes Maengde mellem givne Graendser, 
Oversigt over det Kongelige Danshe Videnskabernes Selskabs Forhandlinger. 1882, p. 169). 
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ei 
questa deviazione è superiore a quella 
x 


log x — 1.08366 
0 (2) 


— 0(@) 
. 100 000 


del risultato corrispondente secondo la formola di Legendre; ma per #=5 000 000 
la prima è diventata inferiore alla seconda, e tale si mantiene per tutta la rima- 
nente estensione della tabella. Ma è poi definitivo il vantaggio offerto dal valore 


fa dx 2 
Salani 
2 


Tchebichef, nella memoria qui sotto esaminata nel (Cap. IV, $ 21 a 28) con- 


= . (ca) da 
sidera la differenza —_— — — P PANIC i Bava 
logo —1,08366 f loga* che da + =1247 646,... fino 


‘3 
ad «=, essa è sempre crescente, perciò si deduce che a partire dal valore di 
x compreso fra 4 800 000 e 5000 000, pel quale essa si annulla, resterà sempre 
positiva, sicchè sarà 


A ? da 
log — 1,08366 — 09) dl ipo Oo 
2 


Null’altro questo ci autorizza a conchiudere che dal predetto valore di 4 in 
poi, e fino a quando il secondo membro della diseguaglianza resterà positivo la 
formola di Legendre darà un risultato più lontano dal vero di quella di Gauss. 
Non risulta da quanto precede che la medesima conchiusione permarrebbe, se il detto 
secondo membro diventasse negativo. La quistione se il valore fornito da Gauss 
meriti la preferenza su quello esibito da Legendre, rimasta lungamente sospesa, 
non è stata risoluta che recentissimamente a favore del primo, mercè un teorema 
generale di de la Vallée Poussin, del quale in seguito sarà discorso (cfr. X, 90), 
sicchè il vantaggio della formola di Gauss, se già non lo è, dovrà finire per di- 
ventare permanente. Snde formarsi una idea più chiara del modo di comportarsi 
reciprocamente delle due formole (11) e (13) giova l'ispezione del diagramma, che 
segue la tabella, del quale più sotto (V, 38) parlerò. 

18. Ricerche di Lejeune Dirichlet. — Ma mentre Gauss pensava a rispon- 
dere alla quistione con metodo empirico, altri tentavano di risolverla col puro ra- 
ziocinio. Leseune DriricHLET nell’articolo: 

Sur l’usage des séries infinies dans la théorie des nombres. Crelle 
Journal fi die r. u. a. M., vol. XVIII, p. 257, 1838 
annunzia che in una memoria da lui letta nel febbrajo di quell’anno all’ Acca- 
demia di Berlino, egli, come applicazione dei principii esposti per determinare le 
espressioni limiti dei valori medii di certe funzioni, avea dimostrata la formola 
di Legendre. 

Però della memoria, data come letta in Accademia, non si trova che una breve 
notizia nei Monatsberichte der Berlin. Akad., dove non vi è traccia dell’ annun- 
ciata dimostrazione. Nulladimeno a p. 372 del Vol. I delle Opere di Leseune Diri- 
cuLet, nella riproduzione dell’articolo citato sopra, si trova la seguente nota : 


SS19 = 
« La formola di Legendre non è esatta che nel suo primo termine, la vera 
« espressione limite essendo 


log n * Von 
« (Osservazione di mano di Lejeune Dirichlet nell’esemplare inviato a Gauss) ». 
Da ciò von Mangoldt in una memoria, che in seguito (cfr. X, 89) citerò, ar- 
gomenta che Dirichlet fosse, fin dal 1838, già in possesso della proposizione che 
la funzione 8() possa essere espressa dall’ integrale f da » (cfr. V,3l a 40). 


Le 


Dal non essere stata pubblicata la ricerca si può arguire che Dirichlet non 
era contento del suo procedimento, o che sperava poter raggiungere altro risultato 
più soddisfacente. 

19. Ricerche di Hargreave, — Al principio del 2° semestre dello stesso anno 
1849, in fine del quale Gauss scriveva la sua lettera, HarcrEAvE pubblicava l’ar- 
ticolo 

Analitical Researches concerning Numbers. Z%e Philosophical Maga- 
zine and Journal of Science. Serie 3°, vol. XXXV, p. 36. 

In esso l’autore mediante un ragionamento, invero poco soddisfacente, perviene 
alla formola (13). Dopo un’arbitraria e non chiaramente definita estensione di un 
simbolo, egli in una equazione, la cui incognita è la differenza Ax di due nu- 
meri primi successivi 7,2 + Ar, sostituisce ai termini di un rapporto dei loro 
valori approssimati, e cerca poi un valore approssimato dell’ignota, senza darsi 
pensiero di esaminare l’errore, che queste varie approssimazioni producono sul ri- 
sultato finale: così trova Ax = logs. 

_ Dopo ciò, chiamata y la totalità dei numeri primi inferiori al numero qua- 
lunque #, e posto 7=%(y) assume logw=9(y+1)— (7), e ritenendo poter 
scrivere e'(y) invece del secondo membro, ricava 


A dae 
pg — #4) 
donde 


risultati, che egli enuncia così: 
a) La distanza attendibile (urer4ge) fra due numeri primi successivi al 
punto # della serie ordinale è log; | 
«<p 3 Aend! e; de 
5) Il numero attendibile dei primi fra #' ed # è fi È 


È log& ; 
x ci 
Dopo lette le memorie di Tchebichef, delle quali parlerò al Capitolo IV, egli 
credette nel 1854 di ritornare sulla proposizione «), e nello scritto già citato in 
(II, 14) ne esibì una nuova dimostrazione, però non più convincente della prima. 


Stabilita la eguaglianza [cfr. V, 31 eq. (26)] 


x 1 1 4 
lim (x Sin" }; =) = costante finita, 
mm p 


Senio 
dove la prima somma è estesa a tutti i numeri interi, e la secondo a tutti i nu 


meri primi, e richiamato dal lavoro precedente che Y} è la somma dei reci- 


1 
mlogam 
proci di una serie di numeri, che chiama numeri primi teoretici, ciascuno dei 
quali è eguale al precedente aumentato del logaritmo di questo, procede colla se- 
guente molto discutibile argomentazione: 

« Poichè assegnato un valor conveniente al numero primo teoretico iniziale, si 
può asserire che la somma degl’ inversi dei numeri primi teoretici è eguale alla 
somma degl’ inversi dei numeri primi effettivi, si potrà conchiudere che per questi 
la distanza attendibile fra due di essi al punto # è logw ». 

20. Nota di Glaisher. — Passati poco meno che quarant'anni, durante i quali, 
come si vedrà, molto cammino si è fatto con metodi di ragionamento ben più. cor- 
retti, è comparso un articolo, che si ricongiunge ai precedenti, cioè 

GLarsHER — Note on the Law of Frequency of prime Numbers. Ze 
Messenger of HMathematies. New series, Vol. XXIII, p. 97, 1893. 

In esso l’autore si dichiara convinto che il problema è di natura sì intricata, 
che è veramente difficoltoso il dedurre una investigazione sufficientemente soddis- 
facente della legge di frequenza, mediante un ragionamento generale, con consi- 
derazioni elementari. Nulladimeno gli sembra interessante di registrare la sua, che 
conduce alla legge log, o ad una equazione funzionale soddisfatta da log4. Ma 
varie pecche di ragionamento rendono molto scarso il valore delle argomentazioni 
dell’autore. 


CAPITOLO IV. 


21. Prima memoria di Tchebichef. I primi risultati di essa contradicono alla 
formola di Legendre. — Per la determinazione della funzione 6(v) le ricerche se- 
riamente razionali furono inaugurate dalla memoria 

TcuesicHer—Sur la totalité des nombres premiers inférieurs à une 
limite donnée, 
presentata all'Accademia imperiale di S. Pétersbourg il 24 maggio 1848, e pubbli- 
cata nella raccolta di detta Accademia, Mémoires présentés par divers savants, t. VI, 
p.141 anno 1851, e nel Journal de mathématiques pures et appligutes di Liouville, 
I série, t. XVII, p. 341, anno 1852. 

Le verità, che furono acquisite, mediante questo lavoro, alla scienza, rien- 
trano nel complesso di quelle, che in appresso saranno riferite, e che rispondono 
in modo più completo alla quistione; perciò io ora nel rendere conto di questa me- 
moria mi limito a riassumere i risultati, rimandando per le dimostrazioni alla 
Teoria delle Congruenze del medesimo autore tradotta dalla Dott.* I. Massa- 
rINI, Roma, 1895, dove la protesta memoria è riprodotta, e corredata di note 
esplicative. 

Soggiungerò solo qualche cenno delle dimostrazioni, quando esso mi debba ser- 
vire di addentellato a osservazioni successive. 

Il punto di partenza consiste nel teorema . 


Cc 
a) Supposto x >1l, la somma 


- sd DI 


x [00m + 1-06), 


m=2 


log m_ 


coll’avvicinarsi di x ad 1, converge a un limite finito e determinato. 
La dimostrazione comincia col provare che questa 24 egli è posseduta dalle 
funzioni, che s’ ottengono derivando più volte rispetto ad 7 le espressioni 


(14) 0 ARR SII lee-L-Zioe(1-3) - Zic(1-3)+ Xp: 


dove la prima sommatoria va estesa a tutti i numeri interi 7, e le altre a tutti 
i numeri primi p. La funzione 9(m) è introdotta nel ragionamento mediante la pro- 
prietà che la differenza 0(m+1)—6(m) è nulla, se l’intero # non è primo, è invece 
eguale ad 1, se m è un numero primo. Si deducono successivamente dal teorema 4) 
due altri, che stimo bene esprimere così : 

b) Von esiste limite, al di là del quale cessino di trovarsi numeri m soddisfa- 
centi alle inequazioni 


- 


"dx 
or loge Pio 


m da am 


- 


0(m) < na 


logo Br (log m)" 
comunque piccola sia la quantità a, ma positiva, e comunque grande sia il numero n, 
ma positivo, e altresì finito. 

c) Dato che l'espressione 
è — 1 


Tale risultato già mostra non essere accettabile la proposizione di Legendre 
pepcenento « dedotta, ed espressa dall’eguaglianza (11); giacchè secondo questa 


m PAD - 
ar logm, per m=%, tende a un limite, questo * 
\ 


il limite di “pe — log.m dovrebbe essere — 1,08366 invece di — 1. Si vedrà tra 
poco in qual senso occorre interpretare la su ricordata proposizione, o meglio come 
essa possa opportunamente modificarsi, in modo da restar nel vero. 

22. Espressione di 0(7) fino agl’infiniti dell'ordine di or . Espressione per 


mezzo del logaritmo integrale. — Da quanto precede si raccoglie che a sinistra 


di n=, l’ infinito 0(m) — na è di ordine inferiore a quello comune a 6(#) 
si (e) 
log m © 


Allo scopo di procedere oltre nella valutazione di questa differenza, giova in- 
trodurre la seguente locuzione: Se una funzione ,/(m) è tale che sia 
PESTE | 


lim | [0(m)—/()]} {= 


Pra 3. 
dicesi che f(m) esprime 6(7) esattamente fino agl’ infiniti dell’ ordine di e - 
inclusivamente. 

Ecco ora una condizione necessaria, cui deve adempire la ora menzionata fun- 
zione ,f(m). 


d) Se l’espressione 


no di (O i ai 


er me c0 ha un limite diverso da 0, la f(1m) mon può esprimere 6(m) esattamente 
. .,° . . m . . 
fino agl infiniti dell'ordine di —, inclusivamente. 


dn v(logm)® — s 
L'utilità del teorema consiste in ciò, che permette paragonare la funzione /(22) 
9 Fori E (A d 
non alla 6(2), di cui è ignota la espressione analitica, ma all’ integrale i e 
oge 


del quale si sa calcolare con quell’approssimazione, che si desidera, il valore nu- 
merico per ogni # dato. 
Sono corollarii immediati di questa verità: 


RC m È ‘ ‘ 5 DR È 
e) Za frazione log m —1,08366 "0% può esprimere 0(m) fino agl infimti dell'or 


i » m . . 
dine di ——; inclusivamente. 


(log m) 


È é E m DÈ > 5a 
f) Acciocchè la frazione spun pa na 6(m) fino agl infimti dell'or- 
dine di REA , è necessario che sia A=1,B=— 1. 
(log m) 1 


Per tal riguardo si può dire che deve finire per trovarsi una #2, sia pur molto 


grande, dalla quale in poi la frazione sarà preferibile al valore (11) for- 


m 
logim — 1 
nito da Legendre. L'esperienza però ci avverte che questo valore di m è abbastanza 
lontano dalla regione della serie naturale, alla quale pervengono le tavole di nu- 
meri primi finoggi costruite (cfr. V, 37). 

23. Ecco ora il teorema più saliente della memoria in esame: 
g) Ammesso per ipotesi che 6(m) sia esprimibile fino agl infiniti dell'ordine di 


m 
(loga)® ss snclusivamente mediante una funzione algebrica di e", m,log m, fino ad essi può 
CGIE 
m 1!m 21m n_- l)!m 
bi plein detti 
logm ' (logm)? ! (log)? (log) 


LI 


Sicchè si ha successivamente 


0(m) — -- 
lim logm ila 
mazzo I n 
(logm)? 
m 11m 
6 E, eli a 
i, (1) logm (logm)? 
lim 2 | 
mazza 2! mm 


(logm)? 


| — 23 — 
Poichè l’espressione 


È m 1!m 21m (u—-1)Im 
ee PESI sean Et (log m)” 


differisce da sà RL per un infinito dell'ordine di —_ (cfr. $ seguente, nota), 
loga (logm)”* 
. ne segue che, nell'ipotesi del teorema 9) 
gr "d'a 5 : ne ERIN Ò 4 
Y) snlegralo. fi nua rappresenta anch'esso 6(m) sino agl'infiniti di quell’ ordine, fino 
2 


al quale 6(m) può esprimersi algebricamente mediante e", mm , log m. 
Dimodo che, data l’esistenza del limite, si ha non solo 


0(712) 
- "da si 
E loga 


ma quanto, supposto che quella ipotesi permanga qualunque sia », la differenza 


comunque grande sia 2. 


m 
(log mm)" ” 


da SEE ud - 3 
6(m) — f —" sarà di ordine inferiore a quello di 
gd loga 


Il valore principale dell’ integrale 


um 1--s m 
dia . £ da da 
S È ; cioè lim ( f —— + Li -— \, 
loga ez0 \, loga J loga 
0 0 14£ 


il quale non differisce che per un numero finito, indipendente da mm, dall’ inte- 


î : negli 1 - È e ; lost 
grale fin qui considerato sì arsscii, chiama logaritmo integrale, si indica col 
og 
2 


simbolo Li(m), e rappresenta una parte importantissima in questa teoria. 

In virtù del principio che il limite del rapporto di due infiniti non muta, se 
questi si aumentano di infiniti di ordine inferiore, e in particolare di quantità fi- 
nite, il precedente risultato può scriversi 


Il resto della memoria è dedicato ad applicazioni, di cui più in là terrò pa- 
rola (Capitolo VII). 

24. Nuova enunciazione dei precedenti risultati. Esatto apprezzamento delle 
formole di Legendre e Gauss. — Ricordando le definizioni di funzioni assintotiche 
fra loro, e di espressione o legge assintotica di una funzione (Cesìro, Elementi 
di Calcolo infinitesimale, III, 19, p. 73) i precedenti risultati possono enun- 
ciarsi così: 

Ammessa l’esistenza dei limiti, per 1 = 00, dei rapporti 


mn 


00m) — - 


0(m) 0(1m) 0(m2) logm Me 00) 0) 
; m É m RL vega Lim); 
logm logm —1,08366 logm —1 (log 2)? J log 


Mi -* RSA 
le funzioni 
mn m m m dx 
logm ’ logm_—1,08366 ’ logm—1 ’ Ss , Li(m) 
2 


sono tutte assintotiche a 8(#), o sono valori assintotici di 6(4), ed 


m_, lm 2!m 31m 
logm ' (logm)? | (logm)? ' (logm)* 


Fgci 


fornisce una rappresentazione o legge assintotica di Li(m), e di 6(2) *). 


*) Per quel che riguarda la funzione 6(#) saranno esposti in seguito ragionamenti, dai quali 
i precedenti risultati emergeranno in piena luce. Il fatto che 


m., Um i Bits nim 
* === 


logm ‘ (logm)? 


(log im 


da 1 
-—, 0 di Li(m), vale a dire che, malgrado che il 


usi 
fornisce una rappresentazione assintotica di f Ì 
0g 


(I 
2 


precedente sviluppo sia divergente, si può scrivere l’ eguaglianza assintotica, 


m da m 1!m 2!m nim 


foga: “enre Li= rom dogmi | dogmi +" dog 0 


sarà in prosieguo più volte invocato; e giacchè la dimostraziane, che se ne trova nella nota a piè 
della pagina 236 della traduzione della Teoria delle congruenze su citata, sembra attaccabile 
stimo bene soggiungere un ragionamento, che lo prova. 

Mediante successive integrazioni per parti si deduce 


= de m lim in 
== 1)! 

gf loga ice "(ep È st +e 33 + eb E. i (log 2)"* E 

2 
essendo & i co 

> 12 Ii n!2 
sf= —__ +-...L —_, 
Cost.= 53 (log2j? | (log2ji 1 "°° * (log9) 
Ora 
(n +1)! [Ti + Cost. 1 
DA (loga)"?? (n - 1)! ci 
mn nlm n degno — (a +1) (log mi mi logm—(n+1) Ù 
(log m)"*! (log m)2("*1) 
quindi 
"dx m lim 2!m (n-1)!m 
logo logm (logm) (logm)* (logm)” 
2 
lim n mE“ oO 23 SE 
m=® n!m 
(logm)"*! 


7 È, 
e resta provato l’asserto per ts al . Poichè Li(m) differisce da questo per una costante, è anche 


log e 
2 
per esso vera la proposizione. 


iaia: 

Le formole (11) e (13) di Legendre e Gauss reggono dunque, ma considerate 
come equaglianze assintotiche. 

25. Con lieve modifica il procedimento di Tchebichef conduce a un risultato 
più completo trovato poi da Riemann. — Come più in là sarà esposto, il problema 
in esame ha fatto un gran passo quando è stata chiamata in ajuto la teoria delle 
funzioni di variabile complessa. Non per tar.to è da osservarsi che il notevole valore 
approssimato di 6(4), cui per tale via si perviene, può agevolmente ottenersi me- 
diante il procedimento di Tchebichef; e poco mancò che questi non l'avesse rinvenuto, 
come ha osservato il Gram a pag. 301 della sua memoria premiata: 

Undersogelser angaaende Maengden af Primtal under en given 
Graense. Vidensk. Selsk. Shr., 6te Rackhe, naturvidenskhabelig og mathematisk Aff. 
2det, Bd. VI, Kjobenhavn, 1884. 

In effetti considero la funzione 


1 z Liga gi 
0,(m)= 6(22) + 0012?) ty 002°)... . 


Essa gode della proprietà che la differenza 0,(m + 1) — 0,(w) è nulla, se l’in- 
tero 12 non è una potenza intera qualunque d'un numero primo; è invece eguale 


Mic , se m eguaglia la potenza v"® di un numero primo. 
v 


Noto dippiù che, essendo 


LELE 
ella oro 
la espressione 
+ dpi : EIA =. int PI 
(15) Ziog(t-3 dea pet 3 ST a 
P p 7) p 


dove le sommatorie sono estese a tutti i numeri primi, è nulla identicamente, in- 
sieme a tutte le sue derivate. Se si sostituisce la (15) all’ultima delle espressioni 
(14), il medesimo procedimento, col quale Tchebichef provò il teorema 4), conduce 
invece all’altro: 

Supposto x >1l, la somma 
1 e 


mi 


y [ost +e 
m=2 : 
coll’avvicinarsi di x ad 1, converge a un limite finito e determinato. 

E poichè il teorema «), senza bisogno di altra proprietà speciale della fun- 
zione 8(m), condusse Tchebichef a conchiudere che questa funzione può essere rap- 
presentata mediante il logaritmo integrale; così la osservazione fatta abilita, nella 
ipotesi analoga a quella di 7), ad argomentare lo stesso per la funzione 6,(7). 
Da ciò, come si vedrà più sotto (cfr. VIII, 69), si deduce per 6(m) una formola di 
approssimazione, trovata poi da Riemann, più completa che Li(m). 
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26. Seconda memoria di Tchebichef. Funzioni 2(2)= Ylogp,; e 4(z). Postu- 


lato di Bertrand. — Non si può passare oltre senza dar conto qui dell’ altro lavoro 
dello stesso TcHEBICHEF : 

Sur les nombres premiers. Mémozres présentés à PD Académie Imperiale des 
sciences de St. Petersbourg par divers savants t. VII, p. 17, 1854 e Journal de ma- 
théematiques p. et a. de Liovville, +. XVII, p. 366, 1852. 

Sebbene molto complicate siano le espressioni dei limiti, fra i quali il dotto 
russo in questa ulteriore memoria racchiude la funzione 6(), pure il principio, da cui 
parte, è estremamente importante, e a questo mettono capo, come s’avrà spesso in se- 
guito occasione di verificare, interessanti ricerche sui numeri primi. Esso si enuncia 

h) Zadicata con >(x) la somma dei logaritmi neperiani di tutti è numeri primi, 
che non sorpassano x, e posto 


1 4 
Me) + Ma) +2) +. =U(0), 


si ha 


(16) Y) +4(3)+4(5) +/.\==lég[1.2.3..JE@)]. 


Questa eguaglianza si dimostra facilissimamente, giacchè è agevole il vedere 
che se p è un numero primo, che non supera #, ed è 


Sa ze 4 
ambedue i membri dell’eguaglianza (16) equivalgono alla sommatoria 
i pe o) fai =) [log 
x[e(£) l e(5) +E(5) |oer 
estesa a tutti i numeri primi non superiori ad . 
Partendo da questo teorema, con un procedimento abbastanza lungo, si tro- 
vano due limiti, che comprendono fra !oro la funzione y(7), e poi si fa lo stesso 


per X(2), cioè si ricava: 
i) Posto 


si hanno per (x) le due limitazioni 
6 5 bo 
Ya) < 4 Do + 41096 (log a) + Ti logo + 1 


pe) > De — Hd logae—l, 


+ 
e per (x) le altre due 


6 - 5 \ Va 
Alici 5 De — Dxr* + Xlogò (log w)? + w loge 42 


MSA 15 
4 ae ora) logo) 


Quindi per la totalità dei numeri primi compresi fra due limiti si trae: 
])) Za totalità %(H) —S(h) dei numeri primi più grandi di h, e che non sorpas- 
sano H, verifica le ineguaglianze 


5) 
8 log 6 


[2g H+ (log h)?]-+ - (ZlogH-+3logh) +5 


log / 


ose ati logi b2logh)_ 5 
ia) — ig [08 N*+-2(log4)?]— 7 (Blog H+-2log2)—5 


loeH 


te) 


D(H SA r) «Ei DI 


SH)—SA1)> 


Da questo enunciato si deduce, come corollario, il postulato di BertRAND (M é - 
moire sur le nombre de valeurs que peut prendre une fonction 
quand on y permute les lettres qu'elle referme. Journal de ? École Poly- 
technique, Cahier XXX, p. 123, 1845): 

A partire da m=4 vi è sempre un numero primo più grande di m e più piccolo 
di 2m —2. 

27. Nuovi limiti racchiudenti (7) e fornenti un valore approssimato di que- 
sta funzione con un errore minore del 10 per cento. — Infine il Tchebichef si pro- 
pone di trovar due limiti più ristretti di quelli esibiti dal teorema /), e per far ciò esa- 
mina le serie della forma Y}F(p), dove la sommatoria è estesa a tutti i numeri 

P - 
primi. Trova due limiti frai quali è racchiusa la somma di quanti si vogliano 
termini consecutivi di detta serie, e deduce poi il teorema: 
k) Se la funzione F(x), da un certo valore di x in poi, resta positiva, la conver- 
genza della serie 
LORI SO RRZIONI 


sl logm ut log 2 log3 log 4 
m 
(dove la sommatoria è estesa a tutti i numeri interi maggiori di 1) è condizione neces- 
saria e sufficiente affinchè la serie 


YF(p)=F2)+F(8)+ F5) +... 


p 


(dove la sommatoria è estesa a tutti i numeri primi) sia convergente. 


Dopo ciò, applicate le due limitazioni trovate alla somma dei termini di Y} F(”) 
p 
corrispondenti a tutti i numeri primi non superiori ad +, vi suppone F(p)= 1, 
e perviene alla proposizione: 


— 28—-. 
1) Posto per brevità 


di 7 D a p loc 72)? + > o 9 
F.(m)= = Dn_ m +inag (oe) + = log m + 


12.4 5 E Li) 
=" — — eni "a ZIE —-3 
F.(m)=Dm 5 Dm Slo 6 (108) 3 pe À 
st ha 
F,(1)_F.(1) 
log2 log2 


pF(m) Fa (1) Lay )<l F,(1)_F, at (im) —F,(m 1) 


A log m log2 log2 logm 
m=: 


La differenza di questi due limiti, fra cui s'è racchiusa 3(), è minore di ;j 
del limite inferiore; sicchè, se si sceglie come valore approssimato di 3(#) la se- 


misomma dei due limiti, l’ errore è minore del 10 per cento. 

Difficilmente però da queste due formole si può trarre qualche utile conchiu- 
sione circa la frequenza dei numeri primi. 

28. Complementi di Sylvester e di Gram. —A queste ricerche fa seguito la 
memoria 

SrLvesrer — On Tchebichef's Theory of the Totality of the Prime 
Numbers comprised within given Limits. American Journal of Mathema- 
tics. Vol. IV, p. 230, 1881. 

In essa l’autore comincia dal notare che, sebbene non esplicitamente enunciata 
dal Tchebichef, pure è immediata conseguenza di quella parte del teorema %), as- 
segnante due limiti per la funzione v(z), che la totalità dei numeri primi com- 
presi fra ‘+ H e (1-4 e)2-+ K diventa infinitamente grande con #, per piccolo che 
sia e. Però ivi la proposizione non resta provata per tutti i valori di e, ma soltanto 
per quelli, che eccedono di Lo scopo della memoria di Sylvester è di fare un passo 


avanti nella stessa direzione, e di mostrare, seguendo i principii di Tchebichef , 


x l 1 
pur vera quando e è compresa fra pini 


x 


DE, I 
che la proposizione è e ; cosìc- 
“ll 
x n I° x 2 Hi 5 . 
chè la regione dell'incertezza è ridotta a poco più che — di quella, che era secondo 
l'chebichef. 


Mi astengo dal riassumere qui la lunga e minuta analisi del Sylvester, e mi 
limito a questo rapido cenno per la considerazione che la importanza del progresso 
realizzato da Sylvester è scemata, quando il teorema in discorso è stato completa- 
mente, e senza lasciare nessuna regione di incertezza, dimostrato, come sarà espo- 
sto nel Capitolo X ($ 87). Quivi ($ 84 a 86) sarà ripreso pure lo studio delle fun- 
zioni X(2), (x) definite nel $ 26. 

Anche un lavoro di Poincaré si connette colle ricerche di Tchebichef; ma di 
esso sarà più opportuno parlare in seguito (XI, 95). 

Invece si connette più direttamente colle ricerche sopra esposte di l'chebichef 
e di Sylvester lo scritto 

Gram — Note sur le problème des nombres premiers. Oversight over 
det Kyl. Danshe Videnskabernes Selskabs Forhandlinger, Annata 1897, p. 235. 


le 


ua 


Nel teorema più sopra indicato con ?) considerando le limitazioni di 4(), non 
tenendo conto dei termini logaritmici, e sostituendo per D il suo valore, le ine- 
guaglianze di Tchebichef possono scriversi 


1,105552 > &(x) > 0,92129£ . 
Ora Gram va più oltre in questa via, e perviene a dimostrare le ineguaglianze 
1,077452 > W(0:) > 0,9394472 ; 


così l'intervallo frai due limiti è ridotto a circa tre quarti della sua ampiezza ori- 
ginale. 

E bene però riflettere che già Sylvester, lungo l'articolo or ora mentovato, 
allo scopo di restringere i limiti racchiudenti y («), avea stabilita una serie di 
di diseguaglianze 


p;0 + Riloga > YI (2) > ve +Sloga fo= l32985r 
e dedotto 
A I an 0992612. ... 


In nessuno dei due lavori si scorge come i rispettivi procedimenti vadano con- 


5 DIO (e z 
tinuati in modo da poter dimostrare lim de) ] , come d'altronde si sa per al- 


eze DD 
tra via (X, 85). 
Questa investigazione di Gram è preceduta da un’altra ricerca di due nuovi 
limiti comprendenti fra loro 3(x), nel caso particolare di 4 = 2°. 
Costruiscasi la successione dei numeri interi povitivi 


«nea, gno ,,=18,,5=30,5=56, 


edi =. 


il cui termine generale è fornito dalla eguaglianza 


A N ( oli 
ni,= Np(4)2', 


dove la sommatoria è estesa a tutti i divisori 4,,d,,..., di n, e il simbolo p di- 
nota la funzione numerica, che si troverà definita più sotto nel Cap. VIII, $ 69. 
Dopo ciò il Gram con un ragionamento, che egli stesso dichiara insufficiente, 


perviene alle ineguaglianze 
1+&at+t5t+oe +44 PI) T%at+ ++ 


Inoltre per la funzione 


] 4 ] sa 
S,(0) —_ Y(2) A DI S(a*) + 3 S(ax°) 4 ALI, 


se 


trova 
DI 92 93 Du ° pei 
Traetta co i D- CE st Sap ra 


La media aritmetica dei due limiti offre un valore molto approssimato di 3,(2°). 


CAPITOLO V. 


29. Ricerche di Cesàro. Teorema sul limite del rapporto delle somme di due 
serie di funzioni pel massimo valore della variabile, pel quale esse sono divergen- 
ti. — A parecchi valori assintotici della funzione 3(m) perviene il Cesàro, con un 
metodo notevole per la sua fecondità, nella memoria 

Nuova contribuzione ai principii fondamentali dell’aritmetica 
assintotica. Atti della R. Accademia di scienze fisiche e matematiche di Napoli. Se- 
rie 2*, vol. VI, n. 11, 1893. 
dalla quale riassumo quanto concerne l'argomento gui in esame. 

Da un teorema fondamentale stabilito nei preliminari della memoria si trae 
la seguente proposizione: 

Supposto u(x)>u,(x)>u,(x)>..., consideriamo le due serie di funzioni 


ola)= Va,u,(2) ; Bla)= XA CA) 


n=0 n=0 


convergenti a destra di x, e tali che per x tendente ad x, le loro somme aumentino in- 
definitamente ; si ha 


3 
| 
| 
DÌ 
] 


ata, +a, 
rr Laren 
eso (e) brad ddr fpes +8, 


quando esiste il secondo membro, dl che può avvenire anche quando non esiste i secondo 
membro della precedente equaglianza. 
Tale teorema sarà invocato in varie n di Agr scritto. 


30. Coefficienti dello sviluppo di — — sitLF E in serie ordinata secondo le 


potenze ascendenti di 4 —1. Dopo ciò l’autore prende a considerare la funzione 
di # rappresentata dalla serie 


po a 

la quale, posto che sia reale, è convergente per 4 >1, divergente per “ $1. 
Molto ne avrò a discorrere in prosieguo, anche supponendo complessa la variabile; 
ma, nella memoria in esame, basta pensare la # reale. Generalmente la funzione 
rappresentata dalla predetta sommatoria viene indicata con &(), ed io perciò adotto 
tale simbolo per dinotare la serie. 

Una proprietà cardinale di essa è dovuta ad Eulero, ed è espressa dalla egua- 
glianza 
1 


I(1--) 


\ P 


. 


1 
(17) p = 


x 


dove la sommatoria è estesa a tutti i numeri interi, e il segno di prodotto a tutti 
i numeri primi (LEJEUNE-DIRICHLET, Lezioni sulla Teoria dei numeri, trad. 
Faifofer, p. 336). 

Era noto da un pezzo [cfr. la proprietà della prima delle espressioni (14), IV, 


21, a)) che la funzione $(2) — | 
le potenze intere e positive di 7 — 1, sicchè può scriversi 


è sviluppabile in una serie ordinata secondo 


1 ; 
(18) Le=—-+0—0,o—1)+0(e—1}—0(e—1)°+.... 


Il Cesàro nella memoria in discorso determina l’espressione generale dei coef- 
ficienti C, stabilendo 


1 1 1 \ 
| C=lim (1 +L_+_-+..0.kL log ) = costante d'Eulero 
na 2 3 n / 
(19) i 
1,. ({(log2Y , (log3)” (log a)" (logn)"*| 
et 4 © : lie 12 e Ma Pe te) 
lo, li ( Bigi a r+1 ). 


Questi coefficienti si trovano altrimenti calcolati nelle note 

Jensen — Sur la fonction &(s) de Riemann. Comptes rendus d. s. de VA. 
d. s. T. 104, p. 1156, 1887. 

FraneL — Sur une formule utile dans la détermination de certai - 
nes valeurs asymptotiques. MaMematische Annalen. Vol. LI, p. 381, 1899; il 
primo di questi autori, procedendo alla valutazione numerica, rinvenne 


G.= 0,577215664902... Ca (0,000.000 GIL ....... 
C,=—0,072 815 845 48.... Ci =—0,000 000 332 ...... 
C, = — 0,004 845 181 596 . C,=—0,000 000 105 ...... 
Ca= 0,000342305 73.... Ca =—0,000 000 009 ...... s 
C,= 0,000096889 ...... 


SI. Limite del rapporto per 7=1 delle somme delle due serie Z E LOI . 


Deduzione dei valori assintotici Za ca (Dirichlet), Tee 2 di 3(m). — Quando viene 


ita 
all’ applicazione ai numeri primi del teorema del $ 29, il Cesàro prende a consi- 


derare la serie 


pv 1 
(20) sl)=Iz=at 
Pp 


la quale in virtù del teorema (IV, 27, 4)) è convergente per 7 >1, divergente 
per 7 £1. 
Or dalla (17) si trae 


(21) log&(2)=—Y log(1--)=<)+7<@%) - Fe) +e) +. à 


Riflettendo inoltre che la serie 
2 I ni 4) L 
Si: E 50) +7%( yrPaze 


1 È 
, e chiamandone A la som- 


è convergente, giacchè — + jsmt 1): —s(m)< 


ma, si ricava da (21) 


(2) ‘ lim[log{(e)-<(2)]=A 


Moltiplicando per dr la (18), integrando fra 2 e %, e passando al limite 
si ha 


RR) 


n 
1 1 ) l 1 1 
i SIT TETTE san) o ___.y = JI SF = — ==. è #8) a 
im (Dog 06 pal Ln Lu 2 fia 3 di 
2 m=2 


m= 


Ora tenendo conto delle (19) si deduce 


(ce) 


1 cer: I 1 
lt eu 74 Laici = e i, ) 
p m°logm 15 Ta an ia & Ta en gica 
m=2 
ceo (log m)? , (logm)* (log m)* 
—lim (logm— 212 enti ala ; 


ma si ha per una delle definizioni della costante d’ Eulero 


! u? u? dev ) UST a\ 300 
illa cat E =J. ii )f=o, 


quindi, ponendo 
MESE 


l 
ia B, 
poi \3iog2 ! 3log3 


+...+ i log1og m) 


m log m 


(23) 
si ottiene 


1 
2 i Orte SI FARO pan dl in] 3 PS 
(24) lm (È toga lo _3)=8 oi 


EN: 3 pra 
Intanto in virtù di (18) si ha 
(25) lim[(e-D&(2)]=1, 
ossia 
lim log_——logt(e)]=0, 


e, sommando questa con (24) e (22), si ricava 


LC IPIL! 
(26) Ara (2) | di gone 
me 


Infine, notando che s(4) può scriversi sotto la forma 


a 3) —S(m-1 
s(a)=Y elise ent 


mae? 


dove la sommatoria va estesa a tutti i numeri interi, la (26) si trasforma in 
ur: 1 
DI ; ì ) V na 5 n) -#% SET: ti 774 ° 
(27) lim go nè 33) 3 )]7z (MATB_C 
m=2 m=2 


Da quest’ultima si trae 


ni 1 
S obo; rat ur 
2 130) (im 1)] e 
lim La =] > 
o=1 
1 


0 
» log m” 
| az E 


1 
mi 


dunque, applicando il teorema del $ 29, si ha che: 
Se la funzione 


Ser. 
N l l bb £ 
ATI rca CS A se. | 
| ager * logm 
| per m= 0%, tende a un limite, questo è 1: (cfr. l’enunciato di Dirichlet, III, 18). 
Ora con considerazioni elementari si ha 
| 1 Il 1 1 1 
seno 44 "PORN 
lim log 2 log3  log4 logm _ lim log ma = 
} m=% m mzo IM m_— l 


| log logm log(m—1) 
| Atti— Vol. XI — Serie 2°—N° 1. 
| 


(di 


9 
dunque si conchiude che 


lim 
" mz=zo n 


non può essere diverso da 1; 


log m 
cioè che, nell’ ipotesi dell’esistenza del limite, si ha assintoticamente 
S(a)=—"-, [1V, 21 e), 24 
a\= è 
log n [EE ei 


32. Proposta dell’autore del presente scritto di una nuova segnatura. — Or 
qui, nell'intento di rendere più evidenti alcuni passaggi successivi della memoria 
in istudio, stimo opportuno avvalermi di una nuova segnatura, e soggiungere qual- 
che schiarimento. Convengo che £ indichi una funzione di tale che essa e tutte le 
sue derivate assumano valori finiti per «= 1. Questa proprietà certamente ha luogo 
se la funzione nell'intorno del punto 1, o almeno da una banda di questo, ammette 
lo sviluppo 

Poe —-1) + w,(e1—- 1) +..., 


essendo w,,0,,%,,-... costanti finite. 

Col simbolo £ intendo porre in luce soltanto il detto carattere della funzione; 
epperò, nelle successive eguaglianze, funzioni aventi valori diversi, ma sempre tale 
proprietà, si troveranno indicate tutte collo stesso simbolo. Nè v'è a temere che 
ciò debba generare equivoci, giacchè non se ne generano allorchè s’ indicano le 
costanti, che completano varii integrali definiti colla stessa lettera C, senza che 
questa sia astretta nelle varie formole, in cui figura, a prendere lo stesso valore. Si 
potrebbero rappresentare le varie Q colla stessa lettera munita d’un indice progres- 
sivo; ma sarebbe penoso seguire il successivo aumento di quest’ indice. Di tali 
funzioni se ne sono incontrate nelle pagine precedenti; così in virtù della (18) si 
potrà scrivere 


1 
(23) <(2) pt) LI, 
ed ancora 
(29) log(a — 1) 4-log$&(2) =. 


Un'altra se ne ricava dalla eguaglianza (21). Infatti questa può scriversi 


l l —2(x-1)log 1 L32411) 
log&(2)-s()== N 7° È be (ERE 
p Pp 


Sviluppando in serie le esponenziali, si ha 


% sl . m(e—1)"(logp)” 
logg(a)-s()=Y—ImY Ly TT Te, 
m p r 


Ret" AA 
La serie dei valori assoluti dei termini di questa serie tripla, cioè 


m'(a ai (log p)" 


può scriversi 


1 1 i 1 
Din i ge m È ras 
mn » 


E 1 
Ora, per la convergenza di ognuna delle Y} =: basta che sia 
p 
2m-mx>1 e=2,5,4,-:.) 
ta 3 
cioè C< 4; 


; e, posta questa condizione, la serie 


I 1 Li 
9 2 peatg po pe 1°P% z aa) T 
è convergente, giacchè 


JI 
b> pls? (272) 
P 


mia) 
m D m tà, 
m+1 x Na af erag x I [ile dr: 
pre? m(a=) 
p 


In conseguenza (BurkmarDT und Meyer, Encyklopidie der Math. Wiss 


p- 99, 100) è permessa l'inversione delle £ nella serie tripla primitiva, e, suppo- 
sto 1<z< 3, sl potrà scrivere 


log&(2) — s(o)=h+k(e-1)4+R.(e-1)+k(e—-1) è 
essendo 
x (- pf r- (log p)" p) r-1 (log p) r- (log p)” 
es” (2 9 "i +37'Y Hd Aran 
p Pp 
e quindi 
(30) 


log5(2)— s(2)= 


33. Considerazione della serie c(7) = Y pole 


2 +0 dimostrazione del fatto che 

m=2 
la differenza <(7) — 20() gode della proprietà caratterizzata dal proposto sim- 
bolo 0. Conseguenze. — Allo scopo di procedere alla ricerca d'una legge assinto- 
tica per la funzione 3(m), giova introdurre un’altra funzione godente della pro- 


1 1 1 1 l È 
=> Zeotg È peo ta Zi pesto 
p P 


— aa 
prietà caratterizzata dal simbolo Q. Si consideri la nuova serie 


Scrivendola sotto la forma 


apparisce che i suoi termini sono minori rispettivamente dei corrispondenti termini 
di &(); perciò o(7) è convergente per 7 >1l. Richiamando alla mente la serie 
(20), si vede che questa può trasformarsi come segue 


<(2)= REV 2% (7 


: $(a 
“pa ate]. 


Mediante l'applicazione dello sviluppo binomiale si ricava 


241) 204 CE+EDE4D pr _ 


=-l\-e__ -1 
1—(14m)°=am 3 


Sostituendo nella precedente eguaglianza si ha 


de 


s(a=20(2)— ET a+ np EETIEEA pa) 
che può scriversi 
s(e) — 20(2) dr > tr si ic Ea SEE —+...+r1] x ce) DIE 1)° CA Coen : 


La serie dei valori assoluti dei termini di questa serie tripla può scriversi 


o(o—-a)|...- 


(0 + e bel r(at n 


Ora per la convergenza di ognuna delle c(r-+1—<%) basta che sia 
r|l1T—-a51 (ragno 
cioè 2<2, e, posta questa condizione, la serie precedente è convergente, giacchè 


I(m) 
Migliori a+r 


1 
—————|—_r_T_r——r—__——_—_—_——cmel £- erre, 
rt1 S(m) r+1 2 
Z 


r+g—® 
m'*3 


m 


PIT, ped 
In conseguenza è permessa l'inversione delle X nella serie tripla, e, supposto 
1<%<2, potrà scriversi 
s(e)— co(2)=9,+9(2-1)+g9,0-D°+..., 
e quindi anche 
(31) s(e) — 20(2)=0. 
Questa fra le altre cose ci dice che o(7), per “=1, si comporta come s(@), 


cioè diverge. 
354. Da (29), (30) e (31) si deduce 


(32) xe(e)+log(er-1)=0, 
la quale, derivata, fornisce 


A RS 
(33) era bo g 


Sommando questa con (28) si trae 
d 
(62) DN o(+a 7 +()=N. 


Eliminando poi c(7) fra (32) e (33) si ricava 


d 1 x—l)loc(e—1 
ERE lo, 


donde, riflettendo che lim [(e—1)log(2e —1)]=0, si deduce 


(35) Prede i 


35. Valore assintotico SEL di 3(72) (Tchebichef). — Considero ora, col Ce- 
sm — 
sàro, l’altra serie 


vo 
S(m)logm—-m 
tle)= a . 
m=2 


Essa può scriversi 


il fattore fra parentesi, tendendo a 0 per m = 0 ($ 31), finirà per diventare e mante» 
nersi poi sempre minore di 1; laonde la serie 7(7) è convergente quando lo è (+), vale a 


SA SPES 
dire quando è #>1. Ora è 
À E y del m -Z Si 


m=2 


ossia 


d 
(86) ra TH) +1. 
Eliminando &(«) tra questa e la (34), si ottiene 
do 
(37) c(2)t+-(e_1) — =t(2) +8, 


e quindi, in virtù di (35), (x) è divergente per #=1, ed è 


Quest'ultima eguaglianza permette di applicare alle due serie c(2),7(2) il 
teorema del $ 29; si ha quindi: 
Se, per m=%, è rapporto 


S(m)logm_—m 
3 (m) 


tende a un limite, questo è 1. 
Dunque, nella ipotesi della esistenza del limite, si traggono successivamente 


d DIA 
lim S(m)(ogm-1)_m_, a E logm —1 at 
mza 3(m) mzo S(m) 
donde 
) 
li S(m ra 
nz® m 
logm—1 


cioè si ha assintoticamente 


S(m) =" ge I [of IV, 22,1); 24]. 
356. Valore assintotico —_- di 3(#) (Glaisher).— Col metodo fin qui 
logm-—-1l— 


seguito sì può progredire nella determinazione assintotica di vm). Dalla (28) si 
ha 


(e_1) 7 = +E=s0 


9 
Derivando la (34) si ottiene 
di _ 
42 43 i ; 


du 


Di 


ed eliminando % e e: fra le ultime due e la (34) si deduce 


d'a do 
e—- I rina D = 
(38) e(e—- 1) =" + (3a 2)i +o==0 


La (37), derivata, dà 


afo=) dont d’o 
da esa 


ed eliminando £S 2 fra questa e la (38) si deduce 


d(a—-t) È 


e quali , in virtù di (35), © i è divergente per <=1, ed è 
d(a— T) 
lim ——__—_— —t 1 
e=l o 


ossia 


- (logm — 1)3t(m) ti S(m)\ _ 
ip pleno a, ogm : x722)= 1; 
m=2 m=2 


quindi, applicando il teorema del $ 29, si conchiude: 
Se il rapporto 
[(logm—1)3(m) —m ]logm 
TT RRTSO Me 


per m=0, tende a un limite, questo è 1. 
Dunque nella ipotesi dell’esistenza del limite si traggono successivamente 


vii — —_ o 
lim [ (log m)* —logm—1]3(m)—mlogm STO E logm Sa 
m=® S(m) m=x S(m) 
donde 
lim e 1; 
mze m 
logm—1— 


logm 


Ser"? qa 


cioè si ha assintoticamente 


S(m)= ne 


1 
logm 


logm_—-1— 


(cfr. GLarsaer, Factor Table III, Introduction, p. 79, 1883). Sol che la deduzione 

ivi eseguita non può considerarsi come rigorosa per la divergenza dello sviluppo 

del logaritmo integrale. 

m 
1 

logm (log)? 

numeriche. Vantaggi di questa formola dedotti mediante il confronto dei risul- 

tati numerici iscritti nella tabella. — La (39), scritta sotto la forma 


37. Valore assintotico 


xi, di %(m) (Cesàro). Illustrazioni 
logm — 1— i 


i (o-)—0= (2 n —o)+a, 


e derivata, dà 


d /d de d d 
STEM ted ar) +9. 


2 
ed, eliminando Ce mediante la (38), sì ottiene la novella eguaglianza 


d/d ì de 
one Si (e — = — | CT a 
(40) Da G x) o) 8o-(2-+6)(-1) 7 +0, 
che dà 
[ (logm)? —logm — 1]3(m) — mlogm — S(m) 
ie ( y Ln ee : x)=8: 


mz2 m=? 


donde, come sopra, si trae che, nella solita ipotesi, si #4 assintoticamente 


1 3 
logm (logm)? 


Il Glaisher, nelle pagine da 79 a 83 della Introduzione al 3° volume delle sue 
di Tchebichef, e la 


- e . . m 
tavole, illustra con calcolazioni numeriche la formola a 


m e ° . . 
su ——____<T ; ma arriva alla conclusione che, fino all’estremo limite delle ta- 
logm —1 — - 


logm 
vole sinora pubblicate, la prima dà valori molto lontani dal vero, e l’altra riesce 
meno soddisfacente di quella di Legendre. Io ho stimato opportuno fare lo stesso 
m 


1 3. 
logm (logm) 


colla formola di Cesàro 
logm —1— 


: ed ho iscritti i risultati nella 


| 
d 
Ò 
” 


_— __rrrrr<— ttt. too ;;:iiOi 
_—————____——r_r 


SI 

4° colonna della tabella situata in ultimo di questo lavoro coll’aggiunta delle devia- 
zioni relative per 100 000. Il confronto colle altre colonne mostra che la formola di 
Cesàro vince quella di Legendre dai 2008 000 in poi, e quella di Tchebichef-Gauss 
dalla prima fino alla penultima linea della tabella. Al contrario è vinta gene- 
ralmente, salvo brevi tratti, dalla formola d’ approssimazione di Riemann-Gram 
[VIII, 69, for. (92), (98)]; però durante l’estensione della tabella i risultati delle 
due formole ultimamente in paragone si mantengono a una distanza non . molto 
notevole. Sicchè, vista la più semplice calcolazione numerica, la formola di Cesàro 
può, per un buon pezzo, essere utilmente adoperata. 

Il vantaggio di essa sulla formola di Legendre si spiega facilmente colle con- 
siderazioni del (III, 16). Può maravigliare, a prima giunta però, il vantaggio 
sulla formola di Tchebichef-Gauss, che come si vedrà nei $ 39 e 40, è più com- 
pleta. 

Per spiegare il fatto noto che i due valori possono scriversi sotto le forme 


mm 
1) 3 
1, Rol Sa 
52m 06m 69m 

mm, mi > 2 6m | im 23m, (logm) (logm)  (logm) 

ogm" (logm)? | (logi) | (logm)* | (log)? * (log m)i | CATRINERE. CD: 
i ; logan (logm)? 
ME... m 2m 6m 24m 120m Pd 
imM=_+_-—t—_-.+7#-be--i; Ted) ea 
Li (1) logia it (bea) (0291 (logmit * dee f (log @)” 
0 


Laonde il valore fornito dalla prima formola è inferiore a quello dato da Li(w). 
Or la tabella numerica mostra che, almeno fino all'estensione di questa, Li(m) ha 
bisogno appunto di una correzione negativa, e inoltre la correzione operata su Li (7) 
dalla formola di Cesàro comincia col non essere più grande di quella, che com- 
pete a Li(m); ecco perchè l’anzidetta formola, sebbene meno completa, può vincere 
per un pezzo quella di Tchebichef-Gauss. Che questo poi non debba continuare in- 
definitamente si scorge dal fatto che la correzione in tal modo operata su Li(m) 
è di un ordine di grandezza superiore a quello, che gli occorre secondo il teorema 
di de la Vallée Poussin (cfr. X, 90) già accennato discorrendo del paragone fra 


‘ le formole di Legendre e Gauss (III, 17); quindi per # abbastanza grande dovrà 


finire per prevalere la formola di Tchebichef-Gauss su quella di Cesàro; ed in- ‘ 
fatti i valori di S iscritti nell'ultima linea della tabella ci dànno indizio che, prima 
di m=1000000000, questa previsione si è già avverata. 

58. Diagramma rappresentante le deviazioni delle formole di Legendre 
Tchebichef-Gauss, Cesàro, Riemann-Gram. Conferma dell'ordine di preferenza di 
queste. — A meglio spiegare la maniera, colla quale al crescere di » si compor- 
tano le varie formole pel calcolo di 3(m), ho stimato bene alla tabella nume- 
rica far seguire un diagramma, che graficamente rappresenti il modo, col quale 
variano le deviazioni delle formole suddette. Ma a differenza di quanto fa il Glai- 


sher (p. 88 della Introduzione al III vol. delle sue tavole), in luogo delle devia- 


Atti — Vol. XI — Serie 22-—N 1. 6 


Sett - (e 
zioni assolute, ho considerato le relative, e propriamente quelle riferentisi a ogni 
centinajo di migliajo del numero da valutarsi; vale a dire, chiamati L,T,C,R 
i valori forniti per 3(72) rispettivamente dalle formole di Legendre, Tchebichef- 
Gauss, Cesàro, Riemann-Gram [per quest ultima, come s'è detto, cfr. VIII, 69, 70 
form. (92), (98)] in luogo delle differenze L—3(m),T —3(m2),C—3>%), R—3(#m) 
ho presi in considerazione i rapporti 
L_—- $(m) T_- 31m) C_-3(m) R_-3(m) 


3 ua " IO0 ORE SI: (dt OSSO 
so 100 000, — Ta) 100 000 5) 100 000 va 100000 , 


i quali tendono a zero al crescere indefinitamente di 12; e quindi la loro rappre- 
sentazione mette in mostra, meglio che quella delle deviazioni assolute, il carat- 
tere assintotico delle formole. Ciò a prescindere dall’ovvia osservazione che l’errore 
relativo offre un criterio più esatto per giudicare d’una formola d’approssimazione, che 
l'errore assoluto. Ciò premesso sull'asse orizzontale la lunghezza del lato di ognuno 
dei quadratini, in cui è diviso il foglio, rappresenta un centinajo di migliajo del 
numero 7. Invece sull’ altro asse il lato stesso rappresenta due unità dei rapporti 
esprimenti le deviazioni. Per ognuna delle quattro formole ho segnate le estremità 
di tutte le ordinate raffiguranti le deviazioni corrispondenti alle diverse 7 conte- 
nute nella tabella numerica e contate sull'asse orizzontale. Tali estremità relative 
alla stessa formola appartengono alla linea rappresentante la deviazione rispettiva. Ho 
congiunto ogni coppia di punti successivi mediante un tratto rettilineo, ed ho avuto 
una linea poligonale iscritta nella curva predetta. Le quattro linee poligonali, dise- 
gnate a colori diversi, fanno dunque risaltare il modo di comportarsi delle corri- 
spondenti formole. L'asse orizzontale in nero corrisponde alla formola di Meissel, 
che non ha deviazioni (II, 11). La linea rossa corrispondente alla formola di Riemann. 
Gram è generalmente la più vicina all’asse orizzontale, e dà quindi indizio che tale 
formola è da preferirsi. La segue immediatamente la linea verde corrispondente alla 
formola di Cesàro. La linea in arancio relativa alla formola di Legendre da princi- 
pio è intermedia fra le prime due; ma mentre m passa da 1800000 a 2000 000 
esce al di là della verde; e mentre # passa da 4800 000 a 5 000 000 esce anche 
al di là della linea azzurra corrispondente alla formola di Tchebichef-Gauss. Que- 
sta fino ai 9 milioni resta al 8° posto. Se si osservano i pochi valori di S(m) per 
m9 000 000, che sono iscritti nella tabella si conchiuderà che, mentre m passa 
dai 10 ai 20 milioni, la linea verde dovrà traversare la rossa scendendone al di sot- 
to: e la azzurra si accosterà all'asse orizzontale in modo da diventare essa la più 
prossima alla linea rossa, come risulta dalle considerazioni fatte in fine del $ pre- 
cedente. 

Se si compisse il diagramma colle linee poligonali corrispondenti alle suc- 
cessive formole assintotiche per 3(m), che si ricaveranno nel seguente $ 39, dette 
linee verrebbero ordinatamente a scaglionarsi fra la linea verde e la azzurra: esse 
successivamente intersecando la linea rossa ne scenderanno al di sotto. Quando la 
formola di Cesàro perderà il vantaggio sulla formola di Tchebichef-Gauss, potrà 
forse essere rimpiazzata, per un trattato successivo, da quella che la segae, e così 
appresso. 


Sn”. pi 

Non occorre qui avvertire che questo diagramma non ha la pretesa di rap- 
presentare, in tutti i dettagli, il corso delle deviazioni delle quattro formole, giac- 
chè, fra un vertice e il successivo della poligonale iscritta, la curva rappresentante 
la deviazione spesso incontra più volte l’asse orizzontale. Perchè la poligonale desse 
più da vicino idea della curva sarebbe necessario far variare 7 nella tabella numerica 
per intervalli ben più ristretti, e pel disegno farebbe mestieri un foglio molto più 
esteso. Così com’ è, il diagramma corrisponde ai risultati numerici, che è stato pos- 
sibile riunire nel tempo rimasto dopo lo sviluppo della teoria; e questi sono suffi- 
cienti per dare un'idea sull’ordine di preferenza delle varie formole nelle successi- 
ve regioni della serie naturale, e per porre in vista che, sebbene secondo il recente 
ed importante teorema di de la Vallée Poussin (cfr. X, 90) il logaritmo integrale 
finisce per diventare il valore assintotico più esatto di ciascuna sua espressione 
sotto forma finita presa isolatamente, pure è possibile che a successivi tratti li- 
mitati in grandezza, ma che potrebbero essere pure infiniti in numero, corrispon- 
dano altrettante espressioni assintotiche, ciascuna, nel tratto finito corrispondente, 
preferibile al logaritmo integrale. 

358. Prosecuzione del metodo di Cesàro eseguita da Ajello.— Alla formola del 
$ 37 il Cesàro si arresta, indicando che il procedimento può essere continuato, e 
questo si trova proseguito nella nota: 

AyseLLo — Sul numero dei numeri primi inferiori a un dato limite. 
Giornale di Matematiche Battaglini- Capelli, vol. XXXIV, p. 14, 1896. 

Scritta la (40) sotto la forma 


dd. x-1r È de 
(0 9-0)+20= E | 3@+1)c_(e+-6) = |+9 5 


e derivatala si ottiene 


d({Ada/a Ì de 
ee +30 =(e+12)c-+3(e—1)(c*-+-22 +8) — +0 
x de cl \ ) : ( [ 7 1 3(£ d( ì x I Sa ì , 


la quale dà 


nm (e) 
f } pa 3 2 S(n e 2 % 
tim ( x [dl ogm)* — (log m) ae] n)— m(logm) POE x ti “e 
m m 
mz? : Ù 


C=4 


donde, come prima, si trae che, nella ipotesi consueta, si ha assintoticamente 


mm A 
oi ia) 18 
logzm (logm) (logm)? 


Sm)= 


logm — 1— 


e, così via continuando, l’autore perviene fino all'’eguaglianza assintotica 


3m)=m :(logm PT 3 13 71 461 3447 ai 
PRI SP, Si 


logm (log m)? (log m)? (log m)* (logan) (log m) TT (log m)" 


Mea na 
Poi riduce al loro semplice e comune schema i procedimenti, che man mano 
han generato le successive eguaglianze assintotiche dedotte, vale a dire, na 


ag=l., a, =1.,, a,=8., @g=13;x04,=#W01:;\4=" 461300, =34nG 


(e, 


a na a a 
—_=h, an Pot 40)=F, ’ in fa 749)=5 7 a, (Fa +49)=F; ) in Fs 9)=L, St. 


osserva che come tipo delle eguaglianze (37), (39), (40) ed analoghe può assu- 


mersiì 


d 
(41) (Lat, =/(0)7+(e— Lg) +0 

essendo 

f(c)=1 I()=1 a=f(1)=1 
f(c)=1 g(a)=2 a,=f.(1)=1 
fs(a)=3 Ge) =@+4+6 a,=f,(1)=3 
f.(a)=x +12 gXx)=3x°-| 62 4 24 os=k(1)=43 
fi(e)=3x° +82 4 60 9,2) =13x* + 22° + 362 + 120 a;=f() = 


f(£)=132° +-282*-+- 60% + 360 g,(e)=7124-+1102° + 1562°4+ 24024720 a,=f;(1)=461 


è» 0. 0 Cè è , «. è è è ‘e -» da #9 o. te le ea NN TEEIWEEEb6IIf050 


Per dimostrare ciò basterà far vedere che il tipo adottato permane applican - 
dovi il procedimento finora adoperato, o in altre parole fare uso del consueto me- 
todo di deduzione da » ad » + 1, supposto 72 2. 

Posto 7(1)=,, la (41) può scriversi 


o—-9,(2) 7 ]+9. 
e derivando si ottiene 
(-1)°°2"F, = [/,@) af) +9,(2)]o 
 +6-D[6+29, (0) ego TMT 
ossia, posto 


(42) IV TE 
(48) (+ 2g, (2) — 2g(0) +a EMILIO Lg .(a) , 
sì ricava 


(-1)°°o"F, 4 = n(@)9 + (2— 1)gy(2) E 


Così resta confermato il tipo assunto, ed espressa colle (42) e (43) la legge 
di formazione dei polinomii / e g. Dopo ciò l’Ajello dimostra varie proprietà dei 


pr. - I 

numeri 4, ed afferma, cosa che già avea fatto il Cesàro, che la legge assintotica, 
la quale con tal metodo va ottenendosi per 3(m), non differisce sostanzialmente dal 
noto sviluppo assintotico (cfr. IV, 24, nota) del logaritmo integrale. 

Credo pregio dell’opera giustificare questa proposizione, e lo farò nel $ seguente. 

40. Complemento ulteriore dell'autore del presente scritto per dimostrare 
che il procedimento di Cesàro conduce al valore assintotico Li(72) di 3(m) e, con 
lieve modifica, può anche condurre al valore approssimato fornito da Riemann. 
Pongo 
f,(2) sie? sofia a 


9,0) Ing 0! Arai + qua + Is, + dor , 
ed eguaglio in (42) e (48) i coefficienti delle stesse potenze di x. Ho i sistemi 


Î To,rtt == (r cn 2)90, 
Ga,rtt =(r >E Igt fan 


(44) } Io,rst Sa i Cal lO LEE 
Irma a O O licia DI Sa pi PRE 
Ires = fact fue te foep Flea (1) =, 
/ lanci = tie + 

hai =(r-1)f,r+9t; 

, (45) Fara > (r Pal 2a de 
Testa = Pla «È Ir-2,r 
Fora = Ira, 1 * 


Da questi posso ricavare successivamente i coefficienti 7 ed 7 in funzione dei 
loro indici. 

Infatti dalla prima delle (44) cambiando successivamente l'indice 7 in #—1, 
»—2,...,0 ho un sistema, che fornisce 


Gora =(#+2)!. 
Allora la prima delle (45) diventa 
lors — fon = (MF + 1), 


e questa, mediante l’assegnazione dei medesimi valori per l’ indice, dà un sistema, 
che porge 


l 
lora 2 (142)! Ò 


Il valore di /,, portato nella seconda delle (44) muta questa in 


1 
Ian — (1 + 1)g,,r ca » (r + 1)! ’ 


al 
che dà luogo a un sistema, il quale risoluto rispetto a g,,., offre 


I, mbe (+ +1). 
Sicchè la seconda delle (45) diviene 
1 
ica ia ii 1). rl ’ 
e dal sistema da questa originato si trae 


ioa=TE-D-C+D 


e analogamente si ricaverebbero 
1 5 1 
Ira ge DET), fap 9048). 


Però, così continuando, difficilmente si scorgerebbero le espressioni generali 
dei coefficienti 9, .., ,/,,,: © quindi quelle dei numeri 4,. 

Invece osservo che, mediante î valori. rinvenuti di (9, /5 Fi VERE 
FarFs4» 81 verificano le eguaglianze 


srt4 + 


(+2)! (1-42)! 

Gost n Ios # +e ’ F, sr 7 =hh sr+1 = ar 
i (r 4-2)! (r +2)! 

ara Z Ya pa T 11905 = —- , Fre = fur =" hlfas = 


r-+ 2)! r+2)! 
Gas —Iz;r4 dp 1191, 5 2! Fora Si i È ’ Fasi e farsa "n Lio + 2IforA SF ( una . 


Scriverò quindi per induzione 
r4+2)! 
(40) Gt Mat (DE 
47) Fra {ire + fn +2 PARI fra STR è 
(47) hyrtt TG ee n h-1, h-2,r5-A } 1, La lo, hH (+1) (A+2) 


Per dimostrarle supporrò che l’ultima si verifichi quando il primo indice della 
F sia inferiore ad /, e farò vedere che, in conseguenza, si avverano ambedue le, 
proposte eguaglianze. 

Invero per mezzo dei sistemi (44) e (45) si deducono le relazioni 


(48) Gr,ret AFi (» — h + 2)G,,n = oli RI Exsne sia LPP Da a DE Pix c% F,, 
(49) Des val (r "0 MF, == Gr, È 


In virtù dell’ ipotesi ammessa si ha 


l hi 
+talimit+13)=0+D 7 


F,, + Frigo toe 4Fe + ETDI (DS (441) (A— 


ag 
Perciò la (48) si muta in 


CERTO 
IT geni (iti Cia e CE la e ren 
h-+ 1 


la quale dà luogo al sistema 


Gira (_h+-2)6,. ii 
h 
Salita = FI ri 
n 4 
Grasa —8Gr nn ya NG] (A+ 2) 
be (h +2)! 


hhxa He 1 ’ 


delle quali l’ultima si trova direttamente per mezzo dell'ultima delle (44). Risol- 
vendo questo sistema rispetto a G,,., si ha 


+1)! —(r-h+2) 0 SAY 
a 1 SERE CI) 
iI (1)! 0 1 RAI: 
\@+2)! 0 0 3 
(eni 0 0 1 
W+29)!-—h+2).(+1! —(—4-4+2) 0 ed. 
(r+ 1)! (—R4-1).rl 1 Ri e SL) 
1 r1- (rh). (e-1)l 0 1 6g 
n+ 
\@+31-3.@+2)! 0 0 set 
+2) 0 0 ie 
(+2)! —(e-AR+2) 0 IR 
0 1 rire 0 
«ERA, 0 1 0... F+DI 
RA i i (ALERT 
0 0 0 — 3 
0 0 0 1 


In virtù del valore ottenuto per la G la (49) si trasfosma in 


(1-41)! 
Farsi var, (1 var h)F,,= - pareg | 


pila 
che trattata come l’analoga nelle G porge. 


|+9!--4.G4+1! 
ehi fee 1 
1 ric@&—h-2).e MI 0 
Para STPA42) 
\(+4)!—2.(4+3)! - 0 
049)! 0 


— (r — A) 0 


0 | 
| 
anglo: it 

i 0 


i___(c+ai 

| AD 
0 . 2] 
0 13608 


Ciò premesso, dalle (46), (47) sono generati i sistemi 


In,t44 + ALP + 219na,r-1 ga mi ra 1) 9; ha E 


In1,r <> liggiaros +4 (A ela spia 1)!9o,rnet = 


(50) 


VARIO * 


funi + fi + Alana -- 0°. 
lag "i 1 ata - s 


ln falela - * 0» 


lana + 
dai quali si traggono 
-L9) 
SE 1! 21 4! 
IA 
(+ sa 1)! 7 
De po (h—- 1)! 
ri 0 I 
=" 1 h_-2)! 
(51) gii =| 3=1 DE o 
(—h+ 3)! 
iii ! 
n 0 0 1 
"—-h42 
COAT) 0 0 1 


*P (A Ds IA + 
-+ (A DI frena e — DI 73 


+(R-3I Arma TA fra 


(r-4+2)! 

RI Gor-het - RALE 

+11 
h 


pl 


Ino,r1 + ce. — (Ah a 3)I9, ma + (A a goa = PRES: 


© E it | fa . . . 


(r-—h+43)! 
n 


1! 90.r-aH == 9 
—h+2)! 
Io,r-h4A = Cai sa 3° ; 
Mn 2; 
E EDITTO 
(r +1)! 
h(h+- 1) 
rl 
h(h— 1) 


_@G@—h+3)1 


lip CE 


2.3 
_@-A+9)1, 
Fo,r-na Ti ernge 
+2) 
GFDAF AMI 
+1) 
NRE 1 ni ea 
| r! 0 I 
(A 1)h . (2) 
î |a 
Aufntiei 0; «0 “ i 
(GA + it 


| 1.2 


Reasia perse: 


Di modo che s’avranno, come espressioni generali dei polinomii 7g ed f le 
seguenti, delle quali la prima vale per "2 0, la seconda per r2 1, 


G+2!(1+3+T+.+£ nr +3) Moi rl 
el ic(1+S+T +++ —- ) DOSE. 1) 
I (2)= rla*(1+34++ +) 0 1 2), 
312”! (145) 0 0 1! 
2a” go ci 
A ! ie x 23 a 3 a? i a” ; 
| er e) RI Eni 
1 Ù x x? a ca x 
peme(315%3+: ee) RL e 
e a 20 
e sd 1 TN a 
r-2 1 x 
Slo”. : 0 0 1 


In particolare i numeri 4, (che secondo l’ultima delle (45) eguagliano 9 


rirti? 


a cominciare da 7=1, essendo g,,=4,+ 1) sono dati facendo 7 = nella espres- 
sione di y,,., Offerta dalla prima delle (51), e sono legati dalle relazioni 


aa lai pla, += (+ D! 
(r=0,1,2,...), 


che s' ottengono introducendo la medesima ipotesi 4= nelle (50); ma dalle me- 
desime relazioni sono dati i coefficienti 9 del quoziente 


logm — Q— 


che si ha effettuando la divisione 


! 
1 :(— 4 
logm 


ia di ade 
logm (logm)? 


(log m)? 


VE 


q, 
(logm)” ’ 


21 (+)! 
ariana + VA. -T Te) ’ 


sicchè, per qualsiasi è, è &#==4;; e, chiamando £,,%,,...,4, 1 coefficienti del re- 
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” 


—— fa 
sto, si ha identicamente 


1! 21 (+1)! | e È di P 
S ce loem-a,— = I=Ziat È 
ft tem (log m)? si (log met a Sn ogm (log m)° (log toa) 
ale kh, 
E (log m)"*? ty aci de nia (log m)?"*? 
laonde si deduce 
m n 
a a a 
I ia, == ei, eeleE, ee E TOA 
DÀ SE i logm (log m)? (log m)" sr 
mae IO 1!m 2: (e + Dl 


logm | (log m)? t (ogm)? |" (logm)"*? 


Or dalla (41) si ha 


lim ar) II 
m=zan m 
I Gy TEN a, 
ene destato aa 
e nel Cap. IV, $ 24 (Nota) si è dimostrato 
m 11m 2!m (r+1)!m 
. logm ' (logm)? (log im)? ! °° da (logm)"*? 
lim - —— =]; 
m=w Li(m) 


dunque, moltiplicando fra loro le tre ultime eguaglianze, si trae 


e perciò anche 


m=» Li (Mm) s 


ossia assintoticamente 0(m)= Lî(m). Si perviene così allo stesso risultato di Tche- 
‘bichef. Viceversa, ammettendo questo, e dividendo la penultima eguaglianza pel pro- 
dotto della quint’ultima per la terz’ultima, si otterrebbe la legge assintotica espressa 
dalla quart’ultima; il che giustifica la deduzione di questa già iniziata dal Glai- 
sher (cfr. GLarsHER, Factor Table for the sixth Million. Zntroduction, p. 79, 
1883). I 

A proposito del procedimento, che son venuto esponendo nel presente capitolo, 
può soggiungersi una osservazione analoga a quella che ho fatto in (IV, 25), vale a 
dire che con lievissima modifica esso può condurre al valore assintotico dato da 
Riemann. 

In effetti, posto 


CTER: SIE, EI 
3,(n) = Mm) +53) +73) +... 


Li 
il secondo membro di (21), cioè 


s(2) + 2 s(2a) + = s(3x) +... 


può rappresentarsi con 
(e) 


be: I,(m) DE: Se» ue: 1) ; 


m 
e la (21) può scriversi E 
Mafie; 
donde vi 
im [Isgte)— E MTA] Lo, 


m=2 


Sostituendo dunque questa eguaglianza alla (22), si ottiene per 3,(m) la stes- 
sa legge assintotica avuta per 3(w), e questa varrà pure per 6,(w), che differisce 


x 


da $,(#) per zero, se l’intero #2 non è una potenza di un numero primo, e per 
gr sem è la potenza v° di un numero primo. Sicchè si perviene al valore ap- 


prossimato fornito da Riemann (cfr. VIII, 69, form. (92)). 
44. Nota di Fousserau contenente qualche proposizione evidente conseguenza 


m c È . . . 
dell’essere as un valore assintotico di 3(m). — Pongo termine a questo capitolo, 
in cui ho passati a rassegna i diversi valori assintotici trovati per 3(w), coll’ac- 
cennare ad un articolo, il quale, sebbene non esca dalla sfera dell’ aritmetica ele- 


mentare, pure giunge ad una proposizione, che può riattaccarsi a quella rela- 
1 m È È 
tiva al valore (77 ESS0 porta il titolo 

ogm 


Foussereau — Sur la fréquence des nombres premiers. Annales scien 
tifiques de ? Ecole normale supérieure. 3° série, t. IX, p. 31, 1892. 

Ivi, chiamato Q il prodotto di tutti i numeri primi da 2 fino al numero 
primo 9, e supposto K>1, e A>Q si dà un teorema, che consiste nelle due 
eguaglianze 

sm O_O) _ 


dg Tg 


3B)-%® _p. 


i ‘ 
Queste eguaglianze sono casi particolari di corollarii immediati della rela- 


zione 
A. Ù 
m=zo m 


anzi si vede subito che la prima sussiste, se al posto di Q si pone un qualunque 


numero intero w, e lo si fa poi crescere indefinitamente; e in quanto alla seconda 
. . S(B)—Sm) 
v'è da osservare che il numero lim — nani 
Bo casa 


quenza media dei numeri primi a partire da m, è sempre 0, quale che sia 7. 


, quello che l’autore chiama fre- 


= 


i 
Ma forse l'intenzione dell'autore è stata di ricavare la proposizione senza ri- 
correre all’ ultima eguaglianza, di cui tutte le dimostrazioni, fino a quell’epoca, — 


ammettevano la esistenza del limite (cfr. X, 88). In fatti egli con considerazioni 
di aritmetica elementare stabilisce le relazioni 


rea S(l-2)(0-3)(-3) a). 


3(B) —5(0) _ 3(K0)—3(0) K_1. 


B_-Q KQ_-Q K_-2° 
nella quale ultima è supposto 
(K—-1)Q <B<KQ , 


e poi da esse trae le sue conclusioni. 


CAPITOLO VI. 


42. Determinazione del valore di un numero primo, di cui sia assegnato 
il posto. Note di Scerk, Isenkrahe, e Smith. — Le considerazioni fin qui esposte 
risolvono, sebbene incompletamente, il problema: dato il valore di un numero pri- 
mo, trovare il posto, che esso occupa nella successione dei numeri primi. Può in- | 
vertirsi la quistione domandando il valore di un numero primo, di cui sia asse- 
gnato il posto. E questa investigazione, analogamente a quanto fu già fatto per 
risolvere il primo problema, può condursi in tre modi, cioè o servendosi della co- 
noscenza di tutti i numeri primi di posto precedente, o di solo parte di essi, 0 
infine facendo a meno di tale conoscenza. 

In quanto al primo indirizzo non conterò il tentativo, che si legge nella nota: 
. Scerk — Bemerkungen iber die Bildung der Primzahlen aus 
einander. Crelle Journal f. d. r. n. a. M. Vol. X, p. 201, 1833, 
giacchè ivi si cerca di comporre ogni numero primo per mezzo dei precedenti con 
metodo più cabalistico che matematico. 

Esclusa questa, seguendo l’ordine logico, è da classificarsi in primo luogo la 
più recente pubblicazione, cioè : 

Isexkrage — Ueber eine Lòsung der Aufgabe, jede Primzahl 
als Function der vorhergehenden Primzablen durch einen ge- 
schlossenen Ausdruck darzustellen. MaMematische Annalen, Bd. LIII, 
p. 42, 1900. 

In essa si parte dall’equazione 


4 (2)+( SII at a Po o) +e lr na 
LI 


59 


la quale trovasi dimostrata nella Teoria dei numeri di Leseune-DIRICHLET 
(trad. Faifofer, p. 25), e si deduce che, posto 


a E, S(1,2) S(2,2) S[9(2),e] 
E(2)+E()+..=5(,0) » Pa Pa »»* Pia) =P[0@2), 2], 
a! E[0();c} {+ l_nr 
P[0(a), al" (@—)D! EI P[6o), a] ATE 


la funzione F[6(z),] è tale che, sostituitovi per la variabile un intero primo +, 
risulta quale valore della funzione lo stesso intero 7; mentre quando il valore, 
che s' attribuisce alla variabile è un intero composto #, la F assume il valore 
x 1. Sicchè andando a sostituire al posto di z i successivi numeri interi 


ata, do 40, 11,... 
s'ottengono i valori i 
PRAIA 0, cio RICA 308 0 SEG 1 VADER 


Allorchè si pone un valore per #, che non è un numero primo, si trova co- 
me valore della funzione il numero, che bisogna successivamente rimpiazzare alla 
variabile nella funzione; e questa successiva sostituzione corrisponde a quella, che 
l’autore chiama zferazione della funzione. Per contrario quando il valore, che si 
pone al posto di 7 è un numero primo, s’ottiene lo stesso numero primo, che già 
s'è sostituito, e l’ iterazione non fa più progredire il valore della funzione. Sic- 
chè non solo sì è avvertiti, secondo l’espressione dell’autore, automaticamente quando 
il numero assegnato quale valore di 4 in F è primo, ma ancora s'è formato questo 
numero primo 4 per mezzo dei 6(z) numeri primi inferiori ad %. 

Nella pratica però le calcolazioni di 4! e di P[6(x),] richiederanno sicu- 
ramente un lavorio non lieve: la minima parte di questo è costituito dalle divi- 
sioni di x per #uftî è numeri primi ad esso inferiori! 

Questa fatica può in parte essere risparmiata mediante una soluzione meno 
complicata, seguendo il secondo indirizzo, la quale fu data, già molti anni fa, 
nella nota 

Swra — On the History of the Researches of Mathematicians 
on the Subject of the Series of prime Numbers. Proceedings of the 
Ashmolean Society. Vol. III, p. 128, 1857 (riprodotta nei Collected Mathematical 
Papers dello stesso autore vol. I, p. 35). 

Im essa, immaginati scritti i numeri della serie naturale, si sopprimono i 
numeri primi 7, , 7,,---,9,@ i multipli di questi: resta una successione, che 
comincia con l ed è costituita dai numeri primi relativi a p,,7,,---,9,- Pre- 
scindendo dall’elemento 1, gli altri inferiori a p,° sono primi assoluti, e saranno 
quindi i numeri 


Prot rPueg 1000» Pop? È 


n 
Supposto 2 + # £6(p,"), in virtù della formola di Legendre [II, 6, )] si ha 
Pak Puek c Push 
L= E E pas @ 
cea] DI fa Pi i fl DE conti 


Ora, se per brevità si pone 


xE(7)- -Eb(E)+ Re 


sl i,j=1 i,j,h=1 


la precedente eguaglianza va scritta 


k * 1= Psur — D(Par) ’ 


Push a k dd 1 » D(P,er) . 


ossia 


e, sostituendo a 7,,, Il valore 4 +1 + d( Psx), nel secondo membro di questa e di 
quelle, che successivamente verranno, si deducono 


Pur = R+14 DIE414 ®(pua)! 
- Pna=R-+1+® [+14 ®{Z4+14 ®(2,,,)}] 


Ciò premesso lo Smith enuncia, senza dimostrarla, la seguente regola: Es- 
sendo 2 S0p,)— x, si calcolino gli elementi della successione 


DK +1), D{K+1+®(@h+1)} , ®[E+1+®{K+1+®(k+1)}]; 


fino a quando si abbiano due elementi consecutivi di egual valore: aggiungendo 
k + 1 a questo lor valore comune si ha p,.,- 

Esempio. Sia n=4, vale a dire si considerino come noti i numeri primi 
p,=2,p,=3,p,=5,p,="7, e si voglia per mezzo di essi calcolare il valore 
di qualunque numero primo inferiore a p =49, cioè essendo 6(49)= 15, si vo- 
glia il valore di uno qualunque dei numeri primi p,,7,,---,2,;- Calcolo il va- 
lore di p,,; sicchè 4=9; seguendo la regola testè enunciata s’ottiene: 


(10) =9 , ®(19)=14, 9(24)=18 ®(28)=22, ®(32)=24 , (84) = 26 


(36) = 28, 9(38) =29 , ®(39) —30, ®(40)=31, ®(41) = 


risulta.dunque p,,= 41. 

Di modo che anche la presente regola è un procedimento, che, secondo 1’ e- 
spressione di Isenkrahe, automaticamente si chiude appena giunti al numero primo 
desiderato. 

La dimostrazione della suesposta regola si ricava dalle seguenti riflessioni. 

4) Riprendo a considerare la successione più sopra formata dei numeri primi 


in 


relativi a p,,2,;---,,, e dati due interi qualunque «,, tali che sia «£B, 
appartenenti o no alla successione, chiamiamo per poco con è(a,B) il numero de- 
gli elementi della successione più grandi di a, e non superiori a 8; allora sarà 


8(a,P) £P—_a. 
5) Per la succitata formola di Legendre si ha 
da) = a—d(0, 0). 
c) Supposto a S 8, sì ha ®(a) 5 ® (8); invero 
®(B)=8—d(0,8)=a4+(B—a)— (0,2) — d(a, 8) 
=a— 30,4) +(8—@)— da, 8)2 da). 


d) Poichè 


R+1SP,a > 
sarà 


DK sd 1) Sw Put) L 
e quindi 


R+14 ®%4-1) SK4+ 14 ®(poa) > 
ossia, il secondo membro equivalendo a 7,., giusta quanto in principio s'è sta- 
bilito, 
R+14+®h+1) Spa 
e successivamente 


R+1-4+®[R+1+®k+1)} Spa 
E+14®|[k+14 ®{h41+®@%+1)}]£pna 


e) In virtù di 8) si ha 


k41+®k+1)=2%+1)—8%0,8+1) 
R+1+®{K+1+®(k+1)}=3fk+1)—S(0,#+1)—3{0,2k-+1)—d(0,#+1)} 
R4+1+®[R+1+®{kK+1+®%+1)}]}=4%+1)—8(0,7-+1)—8{0,2(£-+1)—3(0,k+-1)} 
— 8[0,3(£+1)—3(0,8-+1)—3{0,2k+1)—30,k+1)}]. 


La successione di numeri interi formata dai secondi membri di queste egua- 
glianze non potendo mai diventar decrescente in virtù di c), nè crescere indefini- 
- tamente in virtù di 4), deve finire per avere elementi costanti. Affinchè ciò possa 
succedere la funzione è, che occorre ulteriormente togliere dal valore dell'elemento 
precedente deve eguagliare # +1, di cui volta per volta va aumentando il primo 


— ea 
termine. Quando ciò avviene vuol dire che i termini della successione han rag- 
giunto, e si mantengono poi sempre eguali al valore p,,,, il che dimostra la re- 
gola di Smith. 

Osservo infine che il calcolo delle diverse funzioni ® può essere abbreviato 
facendo tesoro dei procedimenti di Meissel e Rogel (II, 11, 13) *). 

43, Le prime quattro formole di Pervouchine. Deduzione e correzione della 
principale di esse secondo Cesàro. — Risponde alla quistione. in discorso, seguendo 
il terzo indirizzo una delle formole, che nella raccolta Bu/etin de la Société Phy- 
sico-mathimatique de Kasan (série 2, vol. I è IV, 1892 à 1894) è venuto pubbli- 
cando PervoucHine. E poichè ognuna delle ora mentovate formole è degna di in- 
teresse, così io parlerò di tutte. ; 

L’autore posteriormente le ha fatte comunicare al Congresso di Zurigo, ed io 
quindi dalla nota 

PervoucHine — Formules pour la détermination approximative des 
nombres premiers, de leur somme, et de leur différence d’après le nu- 
mero de ces nombres. Verhandlungen der ersten internationalen Mathematiker 
Kongresses in Zitrich, 1897-98, p. 166, 
quale da più recente fonte, le estraggo. 

Le prime quattro fra le dette formole sono 


‘CIRCE A x : 5 1 
(52) n — erthea At ae 

n n 

Yi DI7 

i=1 3 5) VD) i 1 1 1 
Di =1 logloga —— === REST SRO LE 
(53) ogni logloga — = Tia e 2 2logn ' 3a(logn) 

b A Ni 

i al 

i 

(55) Py — Py="logn +-loglogn4+ 3 _ È - 


12logn  8(logn) 12(logn)* 


*) Uno scopo ben più modesto di quello dei due scritti, che ho riassunto nel $ 41, raggiunge 
la nota: 

VaLLe — Sulla totalità dei numeri primi fra due limiti dati. Memorie della Pon- 
tificia Accademia dei nuovi Lincei. Vol. XIV, p. 144, 1898. 

Una fugace enunciazione dei risultati di Gauss, Tchebichef, Riemann, Meissel serve di intro- 
duzione a questo scritto. 

Ciò che in fondo esso rivela come nuovo è un teorema, che può enunciarsi così: 

Se Pa» Pays ++ Pa sono t numeri primi scelti ad arbitrio frai numeri primi Pai 
€ Pony > Prg: **»> Pm, 8900 Ì rimanenti fra questi, e si pone 


Le th Pi Ho Prot 
Pa=PnPuy:Pn, 0 Pa Pa Pa Pei 


ret 
allora, se sono soddisfatte le ineguaglianze 
Ea —P,} = La o Fa t.2, , 


il valore assoluto della differenza P_ — P,, se non è 1, è un numero primo superiore a p,. 
La dimostrazione brevissima è fondata sopra le più elementari considerazioni. 


Dia 

Queste, pare, siano state trovate con metodo empirico. Però i matematici si 
sono occupati di dedurle col raziocinio; ed invero nella nota: 

Cesìro — Sur une formule empirique de M." Pervouchine. Comptes 
rendus des s. de DA. d. s., vol. CXIX, p. 848, 1895, 
sì trova dimostrato che la (52) è accettabile con qualche correzione negli ultimi 
termini ed è avvertito che le altre eguaglianze agevolmente da questa si deducono. 

Il Cesàro parte dalla sua formola assintotica per 3(w1) (V, 37), la quale, rim- 
piazzato che si sia l’intero qualunque w col numero primo y,. va scritta 


p l 3 

56 {n i SERA e 
o n — *6Pa7 1 jogp,  (loepy | 
ossia, presi i logaritmi di ambo i membri, 


logp, = loga -|- loglogp, + log (1 «Peg ea = e) x 


Si sostituisca all’ultimo logaritmo il suo sviluppo in serie, e si supponga » 
tanto grande, che si abbia sufficiente approssimazione ritenendo di questo e dei 
successivi sviluppi fino ai termini, che moltiplicati per (log.2)? diano un prodotto 
che non s’annulli per 2= 00; si ottiene 


dò 


1 
logp,, = logan + loglogp,, po) logp, 2(l0gp,) , 


donde, secondo lo stesso criterio, 


ipa Ioglogp,, 
logp, logan  (logn) © 


Sostituendo questo valore nella precedente eguaglianza si ha 


1 2loglogp, — 3 
er, 3 
2(logn) 


(57) VT SRBPa SARE Sele ica 


Mercè queste ultime due relazioni la (56) si trasforma in 


2 n 4loglogp, — 9 
log n 2(log n) 


(58) = —=logr +4 loglogp, — 1— 


Fas) 


Resta ora ad eliminare loglog p,. Per far ciò si prendano nella (57) i loga- 
ritmi di ambo i membri, e si ha 


loglog p 1 log logp 1 (loglogp,)? 
loglogp, = loglorra + log{1-+- 2 °*_-— T_|=logl n alta SO 
glogp, = loglogn + og( dioge © (logan) 88 T togn — (ogm 2flogn)? 
Arti— Vol. XI — Serie 2° —N° 1. 8 


9 
da 


oa, 
Considerando in tale equazione loglog p, come incognita, e risolvendo si 
hanno le due radici 
n :] VE 


(log m°(1- ia: to) 


Però quella di queste corrispondente al segno superiore è negativa, quale che 
sia 2, e non può quindi rappresentare log logp,; dunque questo è dato dall’ ci radice. 


1 
casto 


la somma tia ag 


log log n 
— og n) (1-2) | 1+[1 PER 


Sviluppando in serie il radicale, sostituendo a 


1 
v- 


log n 
e regolandosi come al solito circa l’omissione dei termini, si ha 


n Ti 


1 loglogn :) 1 


al 
loglogp, = loglogr (14; T joen sla (logn)? 2(logn)?/  (logn)? ‘ 


Sostituendo questo valore in (58) si perviene a 


3 aida n loglogn — 2 (loglog 2)? — 6logloga + 11 
e n Og: 1oetern en log n 2(logn)? 

È questa la formola (52) rettificata. 

Stimo opportuno qui notare, in vista di future deduzioni, che se nei prece- 
denti sviluppi del Cesàro si ritiene fino ai termini, che moltiplicati per (log n)° 
dànno un prodotto non nullo per #= 00, si perviene alla formola 


= Pa ltao AREE e] loglogn —2  (loglogn)° — 6loglogn + Il 
(52,) se + loglogn + een TE i 
di 2 (loglog n)° — 9(loglogn)® + 76logloga — 131 
. 6(log n)? i 


È bene inoltre non perdere di vista che la (56) e le successive sono egua- 
glianze assintotiche, ma i passaggi eseguiti sono tutti leciti, perchè facilmente 
giustificabili mediante la elementare teoria dei limiti. 

44. Deduzione e correzione delle rimanenti tre formole. — In conseguenza 
della correzione di (52) vanno modificate pure le altre eguaglianze (53), (54) e 
(55). In quanto alla (53) basta applicare la formola sommatoria di Mac-Laurin 


x F(p)=0+ fr(p)an+t iP (Pa) +25 


i=l 


(Bas qfi=! F(p,) 
(24)! ! d ni! ’ 


ponendovi 


gl en Rat o 
Find=i. =n(logn + logiogn —14£ loglogn — 2 __(loglogn) i 


log n 2(log n)? 


Nel calcolare l’ integrale si applichi la integrazione per parti, e si ritenga 


NSOE 


in tutto il secondo membro fino a quei termini che, per # infinito, diventano in- 
2 


na n i 5 
finitì come -—_; si ricaverà 
log n) 


( 
= n° | 3, 2 loglogaz —5 2(loglogn) — 14loglogn + 29 
B(p)i===:flo log] ni E e e II IL 
i (ni) 2 ( Geri loglogn 2 2loga 4(log n)? ) 
dividendo per n? 
è (a 
Dio 4 a e”; 
32 — 
e ì n+.1 
si deduce infine | 
» 
Vo; 

: = 3, 2loglogn —-5 2(logloga) — I4loglogr + 29 
ft I Seo) — Ieloglogat > 9 
8) — 3 ia I 2logn 4(log n)? E 

DE 
i=l 

la quale sostituisce la (53). 

Sottraendo (53,) da (52,) si trae 
n» 
» 
Pi 
(54) ed i oli. 
n n 2. 2logn 4(log a)? 


che prende il posto della (54). 
Finalmente per la formola di Taylor si ha 


dp, L.d°p, : 
ILA ARI rai oO DI da + > 


e quindi, a causa della sistematica limitazione del numero dei termini, 


gloen — 1 loglog n)? — 4loglogz + 5 
(55,) p at p —- logn + logloga - loglogr pera Ag Miealceni > 4logloga LD. o 
7 = 2(log n)? 


che è la (55) corretta. 

45. Col raziocinio si deduce e per via empirica si conferma che, col cre- 
scere di x, la formola di Cesàro diventa preferibile a quella di Pervouchine. — 
Malgrado che la (52,) sia dedotta col raziocinio, mentre la (52) sembra trovata 
colla sola guida dell’esperienza, non può 4 priori affermarsi che il primato spetti 
alla (52); anzi le prime prove numeriche sembrano raccomandare a preferenza la 
(52). Però è facile convincersi che la formola di Cesàro deve finire per trionfare. 


i 
In effetti, se dal secondo membro della (52,) si toglie quello della (52), si 
ha una differenza, che può scriversi così 


— e ———— ——_—— *— 
_—_— . 


12 loglogn 2 logn logn 24 logn.loglogr 


log log l 29 1 1 loglogn 1 133 1 ) 
log x ( 


Ora poichè, al crescere indefinitamente di n, ognuno dei quattro ultimi ter- 
mini fra parentesi tende a 0, vi-sarà un valore di x abbastanza grande, dal quale 
in poi la quantità in parentesi diventerà, e sì manterrà poi sempre positiva. In con- 
seguenza da esso in avanti il secondo membro della (52,) supererà quello della 
(52). 

Se quindi si fa vedere che, almeno da una determinabile # in poi, il valore 
di p, offerto da (52,) è inferiore al valore effettivo di. p,, ne segue che, dal più 
grande dei suindicati valori di n in avanti, 


n (togn + logloga — 1 + 


x 


logiorn — 2 (loglogn)*? — Glogloga -+ 11 
log # 2 (log n)? ) 


sarà più prossimo al valore effettivo di p, che 


5 1 
| loglogn 143 t odo)" 
n (gn + SEOSt '12logn | ivan) 


. Per procedere al paragone dei valori di p, più sopra menzionati noto che la 
eguaglianza 


loglogn —2  (loglogn) — 6loglogn +11 
Pini Sl STILE RL i e e 


—= n(logn + logloga — 1+ 
Pn n (\ogn + 200 log n 2 (log n)? 


he 2(loglog n)? — 9(loglog 2)? + 76loglog a — 181 
an e) 1 


offrendo, come sopra si è osservato, una legge assintotica pel valore effettivo del 
numero primo p,, dà 


o SE) en) — | 
pila (1ogn i cd glaga Se loglog a — 2 x (loglog x) 6loglogn + i 
tai log n 2 (log a)? 
n= Pi 2(loglogn)? — 9 (loglogn)? + 76108 log n — 181 

| 6 (log n)? 


perciò, almeno da un conveniente valore di » in poi detta espressione avente per 
limite 1 finirà per diventare e mantenersi poi sempre positiva, e poichè il poli- 
nomio 
2(loglog n)? — 9(loglogr)* + 76loglogna — 131, 
per 
loglogn> 2. 


noi 
è positivo, ne segue che tale pure dovrà essere la differenza 


loglogn — 2 


logl ® — 6logl 11 
È iena n (logn — logloga — 14 e En) 


logn 2(logn)? 
e in conseguenza il valore offerto dalla (52,) per p, sarà inferiore al valore effet- 
tivo di p,: cosicchè resta provato l’asserto. 

Ho ritenuto pregio dell’opera illustrare questo punto con esempii numerici, 
mettendo a paragone i valori p,,7,,7°, offerti dalle (52), (52,), (52,) con quello 
P_ desunto dalla diretta ispezione nelle tavole. Riassumo i risultati di questi cal- 
coli nello specchietto seguente, ponendo accanto a ogni risultato la deviazione re- 
lativa, propriamente quella corrispondente, in media, a ciascun milione di P,, de- 
viazione che per le tre formole è espressa ordinatamente da 


i PR PRE 
Pa Pa 1000000 , Pet 1000000 , _- 


.1000000 . 


Ecco dunque il quadro: 


Formola (52) Formola {52,) 
- F la (52 
(PERVOUCHINE) (CESÀRO) ir Gli Tavol 
| quota | quota quota Sta 
i di iva ; | di deviazione 5 { di ao 
== Pau | per PD, er PD, per 
| un milione un milione un milione 
21/35 DA ROIO] BENIN | 
78 499 999 325 — 678 | 998 612 | — 1391 998 873 | — 1130 1 000 003 
148934 | 1999 > — 356 | 1 998 816 | — 598 1999293] — 355 2 000 003 
216817 | 2998 mi — 513 2998 427 ie 329 2999 101 — 305 3.000 017 
283 147 | 3 997 243 | — 698 3997 721 | — 577 3998587| — 362 4 000 037 
348 514! 4 997 569 — 483 4 999 053 | — 192 5 000 de + 16 5000 011 
412 849] 5995 244 — 792 d 996 954 — 507 5-993 164 | — 305 5 999 993 
483016} 7 096 265 — 526 7098 790 — i7l 7100 189 + 26 7 100 003 
539 778 | 7994574 — 679 7 997 760 — 281 7 999 307 | — 88 8 000 009 
602 488 | 8994 418 — 620 8 998 360 | — 180 9000 068 + 10 8 999 981 
| ! 

ò 761 456 { 99896 560| — 1034 {99992 604 | da 100 005 633 | + 56 {100000 007 
5 761518199897 693| — 1034 199 993 738 | 100 006 767 + 57 1100 001087 


In questi esempii da principio i risultati della formola di Pervouchine sono 
più vicini ai numeri primi di quelli della formola di Cesàro, e la prima conserva 
il vantagg gio fino a che non sia oltrepassato il 3° milione, ma lo perde negli e- 
sempii, in cui P, è superiore a 4 milioni. Sicchè l’esperienza conferma la previ- 
sione fatta col raziocinio. 

La formola (52,), come più completa, è quella che offre minori deviazioni, e 


= 
appare preferibile alla formola di Pervouchine, fin da quando P, supera i due mi- 
lioni. 

46. Illustrazione numerica delle due formole offrenti il valore della diffe- 
renza fra un numero primo e il successivo. Tendenza dei numeri primi a di- 
ventare sempre più rari. —Analoghe calcolazioni ho eseguite relativamente alle for- 
mole (55) e (55,), e ne espongo i risultati, non per paragonare queste formole 
fra loro; giacchè in primo luogo, dopo quanto s'è detto, teoricamente merita certo 
preferenza la (55,), che è conseguenza della (52,), e in secondo luogo esse, gene- 
ralmente, fino ai centesimi dànno, presso a poco, gli stessi numeri; ma perchè il 
lettore si formi una giusta idea di ciò che valgono queste formole. Riassumo i 
risultati nel quadro: 


| Signs seat Formola (55,) Tavole 
| n= Pai — Pi Dar Dan Pu = Pis 
78 499 13,82 13,81 30 
148 934 14,51 14,51 26 
216 817 14,91 14.91 12 
283 147 15.19 15.20 2 
348 514 15,42 15,43 66 
412 848 15,60 15,61 46 
483 016 15,77 15,78 14 
539 778 15,88 15,89 8 
602 488 16,00 16,01 12 
5 761 456 18,40 18,42 6 
5 761 518 18,40 18,42 20 


Come si vede ambedue le formole (55), (55,) sono ben lungi dal dare un va- 
lore non molto deviato della effettiva differenza fra il numero primo di posto asse- 
gnato e il successivo; ma se si paragonano i numeri ottenuti alla media delle dif- 
ferenze dei numeri primi consecutivi in un intorno del numero primo considerato, 
si hanno, almeno fino ai decimi, identità. Così la detta media delle differenze dei 
numeri primi consecutivi fra 900000 e 1100000 intorno di P_..,j==1000 003 è 
13,85, quella fra 1900000 e 2100000 intorno di P,,.., = 2 000 003 è 14,52; e 
così nei successivi esempii si ha 14,94 , 15,19 etc. 

Cade in acconcio qui notare che nel precedente quadro si verifica che la dif- 
ferenza y/,,, — 7, cresce coll’ aumentare di #, e ciò potea ben prevedersi esami- 
nando il secondo membro di (55,). Questa osservazione fa conchiudere che i nu- 
meri primi tendono a diventare sempre più rari a misura che ci si inoltra nella 
serie naturale. 


143934 


Me 
Debbo a una osservazione del Cesàro la costatazione del fatto che questa ten- 
denza può anche dedursi agevolmente dalle eguaglianze 


m m 1!m 
È STTTRE tere SE ia dan pa 
- lim nadia Dim SEE 
logm (logm)? 


(cfr. IV, 23, 9)), giacchè per mezzo di esse si ricavano 


m=zo m k m k 


Aggiungo che dal teorema 9) di Tchebichef ora citato può trarsi la espres- 
0(m) Bm) pe cet 
— ———-. Infatti ri- 
À i m km i 

cavando per mezzo della eguaglianza fornita da detto teorema il valore della dif- 
ferenza in parola, sviluppando secondo la formola del binomio le potenze negative 


sione generale d'una legge assintotica per la differenza 


log k È 3 FERTO - UAN I È 
2_ , e raccogliendo i termini colla medesima potenza di —t—, si trae la 
logm log m 


legge assintotica 


(e.°) 
8(m)  0(fkm) _ n! logk (logR)  (logk)? net (109 k)" | 
m = ale 1 ui 3! vara n! 


la quale riassume in sè tutte le eguaglianze poco fa indicate; dalla prima delle 


O(m) _ 


0(km 
quali si trae per 7 sufficientemente grande che --_— de 2) dovrà finire per aver 


costantemente il segno di log £, quindi supposto #> 1, "dava finire per mante- 
nersi sempre 
O(#12) _ 98m) 


m km * 


il che prova l’assunto. 

47. Conseguenza della terza formola di Pervouchine dedotta da Latchine. 
Proposizione più generale di Cesàro. Altra più antica formola di Pervouchine, 
che rientra in un teorema più generale enunciato anteriormente da Hargreave.— 
Dalla (55,) si trae 


Della proposizione espressa da questa eguaglianza se ne trovano due dimostra- 
zioni una in 
LacHTINE — Sur une relation de la théorie des nombres remarquée 


lim (N c cali (log m)? (=logk, lim _- 202) (logm)" — log n] log | =2logk—(logk)?,.... 


i 
par le P. Pervouchine. Recued! Math. de la Société math. de Moscou. T. XVI, 
p. 460, 1891-92, 
e una seconda in 

Cesìro — Remarques utiles dans les calculs de limites. MaMesis. II 
série, t. VII, p. 177, 1897. 

Seguendo questa nota si perviene ad un teorema più generale. Ritengo quindi 
utile riferirne. 

La nota comincia collo stabilire alcune proposizioni sui limiti e fra le ap- 
plicazioni di queste si rinviene la eguaglianza in esame. Avando in mira solo 
questa, la dimostrazione può ridursi come segue: 

Supposto che «, sia assintotico a log a, sia dato a trovare il limite per n= 00 di | 


in beta, 


n n IF p" ho. def 


Per riuscirvi applico il noto teorema: 
Se, per n tendente allo, la variabile b,, crescendo sempre, oltrepassa ogni 
limite, si ha 
a Aa, A 
lim =" = im = 


5 b,—b i 


n me 


purchè esista îl secondo membro. 
Ponendo 
a,=(1°-+2%+..-+n5)d, , b,=1°+2°+...-bn°, 
si ha 
a 4 a 
inizia ee 


n= n 


(U, VE Un-4) 


nav 


pesato a — 1)? a 
—'lim (E og t liù Sara ; 
n n—1/ n=elogn—log(a—1) 


Inoltre è (Cesìro, Analisi algebrica, p. 288) 


(a 1 | (e D* | ala— Lf" 


MIRI “lotcastolret MESE RS a + -js 0 46M 


quindi 
ILL... + (1-1) si 
lim ri Ma dt ri Cp d )=tim[ È (7) (a —-1)log—— |= ; 
ne \ n n nzo La +1 1 a+ 1° 
d'altra parte 
; uz, TU u 
] n n-1 = merci VA 
no log n — log(n— 1) DI logn 
dunque i 
lim @ rd 
nze * a&+41 
Ora può porsi 
P,2 
Piera li) 


— (i 
imperocchè, secondo la formola (52,), si ha 


dunque 
(IE Reis BIIA 


Per a=1 si ha Îa proposizione dedotta in principio di questo $. 
Nella medesima nota il Cesàro ricava pure un’altra più antica (1858) for- 
mola di Pervouchine, cioè 


2+3+5+7+11+...4p,=S(p,}) 3 


ma io qui m’arresto, giacchè questa rientra come caso particolare in una propo- 
sizione, enunciata fin dal 1849 da Hargreave, della quale terrò parola nel Capi- 
tolo VII, $ 49. 

48. Gli ulteriori enunciati di Pervouchine relativi alle somme multiple sono 
esatti? Il Pervouchine soggiunge nella sua comunicazione che per le somme mul- 
tiple si ha la formola 


n 
Dr 
2 n 


=! 
(59) = piega ber 


Li 


e_1 


1 DM 
+ + (log n)f ” 


dove i coefficienti M;” vanno calcolati successivamente mediante le formole 


M, (r_1) 


1 
MM ui: MM 


e infine enuncia la proposizione 


» 
3.ri 

60) lim ti 
( nz=zo A Lea 


(logp,) .(r+1)! 


at 


Non risulta qual senso dia il Pervouchine alla espressione somme multiple ; 
ma parmi che, se ad essa si attribuisce il significato, che le si suol dare nella 
ordinaria teoria delle funzioni simmetriche (SerrET, Cours d’Algèbre supé- 
rieure, I, p. 378), questi ulteriori enunciati di Pervouchine non sono esatti. In 
effetti le somme doppie, come è ben noto, sono espresse mediante le somme sem- 
plici dalla formola 
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SARA 
Ora elevando a quadrato il valore di Yp; dato da (53,) e ritenendo fino ai 
n* 


termini, che al crescere di n indefinitamente diventano infiniti come logi? si ha 


aa ‘ 
(n) _ 5 (logn)? +2logn.loglogn —3logn + (log log) —loglogn — E 
cai 


(log log n) — loglogn — 7 
logn i 


D'altra parte, applicando come sopra la formola sommatoria di Mac-Laurin, 
si ha 


» n3 x 8 i 2 25 
En?=5 ) (gn) +2logn.loglogn — = logr + (log log x) 3 log log n n) 
s= 


18 (loglog x)? — 60loglogn 4-38 |. 
* 9 logn , 


4 
dunque, arrestandosi ai termini dell'ordine di a , sì potrà scrivere 
> ni 2 va ll 
3 Pi= 3g (log x)? + 2 log 7 . logloga — 3 log n + (log log 2}° — loglog a — ai 


i=i 


% (log log x)° — loglogn — 7 


log à 
Si ha poi 
D.i=3|(L:}x) Ii @-Dan+D@n+2) i 
i=i i=i s= 


perciò risulta infine 


n 
x ri 


=. 


= (log n)? + 2 logn . loglogn — 3 log + (log log)? — loglogn — =. 


A (log log n)? — loglogn — 7 
log n 4 


che non si accorda colla (59). il 
Dalla formola ora dimostrata discende che il rapporto 


n 
LA Pi 
t=1 
Pu 
(logp,)" . 8 


4 


Ze WS 
non può tendere a un limite diverso da 1, il che è in contradizione colla (60). 
Nè l’ accordo si stabilirebbe, se nel calcolo or ora compito in luogo delle (52,), 
(53,), cioè delle formole corrette, si facesse uso delle (52), (53) cioè delle formole 
originarie di Pervouchine. 


CAPITOLO VII. 


49. Applicazioni. Valutazione delle espressioni DE SI (1 — 7) o = 


i=2 
secondo Legendre. Formole analoghe di Hargreave, e di Tchebichef. — Come ho 
detto nel (III, 15) LecenDRE, stabilita per la 6(«) la formola (11), passò ad ap- 
plicarla ad alcuni problemi. Questi consistono nella determinazione dei valori delle 
espressioni 


Egli pervenne alle seguenti formole, da valere sempre che l’indice » sia suf- 
ficientemente grande, 


2g ra 1,104 

— = 25) —- Je ne a 

x log (logp, — 0,08366) — 0,2215 , I( ano 

o 1 
‘* p,(logp, + 0.91634) ” 


Mi astengo dal riportar qui le argomentazioni, mediante le quali egli sta - 
bilì tali risultati, non meritando esse fiducia, imperocchè ivi, oltre all’ uso della 
(11) considerata come eguaglianza del tutto completa e non semplicemente assin- 
totica, si ricorre replicatamente a non giustificate, nè facilmente giustificabili, 
omissioni di termini. 

L’HareREAVE nel primo dei lavori citati al (III, 19) applicò la formola da 
lui trovata per 6(7) ai medesimi problemi, anzi al problema più generale di 
assegnare il valore della espressione YF(y,), e, supponendo poi F(p,) successiva- 


iz1 


mente eguale a 
1 1 1 
Pi , Pi pi Di" , Pi , Pi ’ log p; ’ —log(1-2) ’ 
venne a risolvere, fra gli altri, anche i problemi di Legendre. 
Egli adoperò la formola sommatoria di Mac-Laurin 


n x B, Cl By; q”'= F si 
Lr=e+ fF(odan +7 F(1) + ali et 008 


ii 


le 
1 


la forma L= li cambiò nell 
Servendosi della (12) posta sotto la forma dn legni lò nella egua- 


n 


glianza precedente la variabile indipendente, e scelse come tale Pel sicchè la for- 
mola sommatoria diventò 


F(p,.) 
Lrm=c+ fieant+3F0+% 


i=l 


ped a n 


n 


1 {-d*F d? A (log p,)? P.— (logp,)? dF | 
car l 3 377 leto n 
720 la alert Sins star Pò api 
Da questa trasse in particolare pei problemi di Legendre 
SII peri: 1 logp 
— = 0,267... + log log MEI al TRS 
La) Pi 0, 6 I] 0° 0g Pa te 2p, 12 Pe 
1 1 
ti dt dt 0 
; 1 Li » 1 1 
I ì = 0581078... +-1og ogp, +5 f-L=+7 24. plog(1--)+.- 
i 1 4a 1 3 i 2 p, 
i — log — log — % 
Pi Pa È Pn 
1 
ae cin 1 1 lo 
Reti et PIET o FEO RE 
"E 0,452247 Ty DAS pi 6 po 
i=1 > pi 


L'uso della (12) considerata come eguaglianza del tutto completa, l'operare, 
prescindendo da qualunque considerazione del resto, su sviluppi ritenuti non as- 
sintotici, rendono non soddisfacente questo procedimento. Prima di abbandonare le 
investigazioni di Hargreave noto che, ponendo F(p,)=p;", egli dedusse il teorema: 

Za somma delle m"" potenze dei numeri primi fra y escluso ed x incluso egua- 


glia il numero dei primi fra y° ed x"! aumentato di ga y") con ulteriore 


correzione involgente le potenze (m— 1)", le più basse di x edy, in combina- 
zione coi loro logaritmi, che ascenderà ad un totale relativamente piccolo. 
Proposizione, che può esprimersi succintamente colla formola 


e questa comprende come caso particolare la proposizione di Pervouchine enunciata 
in fine di (VI, 46). 

Parimenti adoperando la (12), e con alcune considerazioni circa il grado di 
esattezza nella valutazione di certe espressioni, Tchebichef nella memoria citata 
nel (IV, 21) pervenne alle formole, da valere per x sufficientsmente grande 


n 


A 1 c 
=_ =l log log p 4 (1 _ L) = Pa ed Lo 
» Pi pe RIE I pi) logp, 


$i iL (4 


essendo €, e c, due numeri indipendenti da %. 


Pes pa 

Ma coteste argomentazioni, sebbene meno imperfette delle precedenti, lasciano 
ancora dei dubii. 

50. Deduzione delle prime due formole col metodo di Cesàro.—Il Cesìro 
nella memoria, di cui ho discorso al Capitolo V, trae col suo procedimento le for- 
mole, che .risolvono i primi due problemi di Legendre. 

Riprendendo in esame la deduzione, da me riportata nel $ 31, della (27) si vede 
che questa porge proprio il valore per 7=1 della espressione tra parentesi a grappe. 
Laonde tale eguaglianza può scriversi sotto la forma 

Sn) 


1] 1 1 1Ò 
eee LI E ine pic d4 
seat LES 35 a bic 
sd 


la sì sottragga dalla (23), che definisce la costante B, e si ottiene 


Sn) 


(61) lim | D - log log) =C-A. 


n= 
FIL. 


Trasformata poi la (22) nella equivalente 


S(n) 


Cs e 


e sommata colla precedente, si trae 


1 
i i ie looloen |-<C. 
lim [log ; DI (1 ] fr: L) {Ro ] 
| A ar "E 5): Psi 
ossia 
l 
1 
IERI 
62 lim = da it e 
(62) n= log n 


Le (61), (62) presentano la interpretazione più corretta dei primi due risul- 
tati di Legendre. 

SI. Deduzione delle stesse col metodo di Mertens. — Con ragiunamento inec- 
cepibile, e nel quale neppure occorre alcuna rappresentazione analitica della to- 
talità dei numeri primi fino a un limite assegnato, il MertENS dileguò ogni dubio 
sulle formole in discorso mediante la memoria i 

Ueber die Vertheilung der Primzablen. Crelle-Journal fur d. r. u. a. 
M., tomo 78, p. 46, 1874. 

Il procedimento invero è alquanto faticoso, ma il lavoro merita bene un re- 
soconto, tanto più che contiene inoltre un’ importante estensione. Cercherò d'essere, 
per quanto è possibile, conciso. 


-—TARA 
Il lavoro comincia con due lemmi espressi dalle ineguaglianze 


sm) S(m) 


log pj 
Nlogp,<2m : logm —Y ER <a, 


int 21 , 


di cui il secondo è dedotto quale conseguenza del primo. su 


Dopo tali premesse per determinare assintoticamente la funzione Y} Pa la si 
: pel. ) Soi. 
considera come il valore, per _=1, della differenza fra le due somme“! 


% MEA 
I 1 
dr da 


i=1 0 i=B(n)b1 


Per la prima di queste, dalla proprietà fondamentale della funzione % dovuta 
ad Eulero, posto come al solito 


sì ricava subito 


(63) pics —A+(e—1)w, 


i pod 


s=1 


dove il simbolo w indica qui, e nel seguito del $, una quantità, che resta finita 
per a. 


Ben più lungo è il cammino per determinare la }} —. A findi pervenirvi 


i 2 Toten” 
si pensa questa funzione come la somma di pis 


(64) }) 


i=S(m)+4 


1 


(05) Z m°.logm * 
mzn+1 


Per trasformare la (64) si ricorre al secondo lemma. In virtù di esso, posto 


5m 


log p; 
È ia 
izi Pi 
può scriversi 
i x(m)=logm +24, >, 
essendo 
ng 


ZMMR 
Dopo varie trasformazioni si perviene poi a 


ELLI) 1 2A, 
DI Pi i ,, n tlogm -Z mm logm — (a+ 1)°log (2 + DI 
È 1 
di e. 5 -( *ilogm (m+1)°log(m + D}+ 
1 
1 CO a ee E 
te 2 (4-1) (0 + 1— n)log(m +1) (@+1)°!log(n +1)" 
dove 0<n,<1; quindi osservando che 
— 24, i 2 
@+1F"log (+1) Slog@m-+1)' 
sign aa 
mensi logm (n 4 1)°7! log (m +-1)/ “log(n +1) 
1 
pe I log (i i =) CL 1 
i (m+ 1)" (m-+1— m_)? log (1 + TL (24 1) log(n 4-1) Sale +1)” 
sì trae che 
gi 1 
(66) p LESHS m logm ia 
i i=Z(n)+1 m=n+i 
essendo 
1 PIC ANNA 
log(n +1) # nlog(n +41) * 


Per operare analogamente sulla (65) si stabilisce prima che 


na 1 
È air N > 
m=zn+1 


essendo 


donde, moltiplicando per dz, e integrando da 4 a 2, si ha 


0 


m° int fi (a — Te la Di o 


DI 


Bd. 
Ora dopo varie trasformazioni, indicando come al solito con € la costante di 
Eulero, sì trovano 


n de 
(e 1) a — 


— log(1 — n°) — Ct Siate 


1 
— log(1— a?) — log i" logloga +(c-1)w; 


e quindi la precedente si trasforma in 


1 1 Sc. da 
x io SA , teme! - 
mf log m log Perni gia. pelare (a — 1)af! 


y - wi cpp 


men i 


Sommando questa con (66), e notando che 
2 
ra ata + wie TT fr <a peer por i = . 
come agevolmente si dimostra, si giunge finalmente a 


3 I — loglogza—-C+p+(e—1)0w, 


essendo 
2 DI 2 
(07) PERL al i 

Sottraendo l’ultima eguaglianza da (63), e ponendo dE nel risultato 2=1, 
sì ottiene 


3 
(68) Z-=loglogn+C— A+, 
a 
e quindi 
20) 
lim Z; _ 7 —loglogn)= C—-A, 
im Pi 


che coincide colla (61). 
52. Brevemente si deduce ora la (62). Avvalendosi dello sviluppo in serie 
di log(1—+) si ha 


CI 


1 1 ti 
log ]{ r=37HA-3 pa n, VA I Ra 


l1T_-T— a i=%(n)è1 Pi 


pese (3 gen 


Ora 
I IAA A 1 
TESE RR 
5 2 DI 3 
€ i=YM) A Pi 9 =Nn)s1 Di en 
quindi in virtù di (68) e (67) 
S(22) 
1 
II ———__ efthi log n , 
l 
200] ESRI 
Pi 
essendo 
4 2 1 
E &=< an DO Aa 
e perciò 
Sn) 
e] 1 
e — 00 
Pi 


che è la (62). 

53. Estensione fatta da Mertens al caso, in cui si cerca la somma delle in- 
verse dei numeri primi non superiori a un limite assegnato e della forma 
4y + 1, oppure 4y-+ 3. Si deduce che queste due forme sono egualmente fre- 
quenti frai numeri primi. — Pervenuto a questi risultati il Mertens procede ad 


estenderli, trovando la somma), - — anche nell'ipotesi che essa sia estesa non a 


tutti 1 numeri primi fino a un dato limite, ma solo a quelli di essi, che abbiano 
una prescritta forma lineare; la quale estensione è di sommo interesse, rianno- 
dandosi con problemi di distribuzione dei numeri primi tra forme lineari, dei 
quali in seguito a lungo discorrerò (Capit. XI). Egli comincia dal considerare le 
due forme 4y +1, 4y Ki 3. Tale ricerca è fondata sul lemma: 
n ° log p; TREE 
Za somma Y,( — 13 neo non può sorpassare una determinabile costante 
pe: Pi 
t, per grande che sia n. 
Da questo si desume la convergenza della serie 


s Pi 
69 — 1)? — 
(69) PE lio 
i=? 
convergenza che non può essere che semplice, poichè la serie formata coi valori 
assoluti dei termini è divergente. 


Chiamata S la somma della suddetta serie; si deduce poi 


S(22) " pil 2yn 

ne (ce Ina BARI ria 
Mep IS 
=: 
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e n 
ma per le (68), (67) si ha 


Sn) 

l 4 e 
a A rire — AÀA—— ; ) 
), — = loglogn +0 A o TP ’ Stia 


n i 
i? 


dunque, sommando o sottraendo le due ultime eguaglianze, e dividendo per 2 i 
risultati, si ricavano 


GE E 5 — +e , (Q=1 , mod. 459 £ n) 
CT—A S 
lo e Ty Le 


+e, (g=3, mod.4; ;a La), 


dove e, rappresentano numeri, che non possono superare il limite 


24 vé 1 
log(n +1)! rlogn 


In conseguenza si traggono 


lim \ x WB: log log rn 2 DI = — 0,2867420562 (q=1, mod. 4;g < n) 
n= | q 5 Db Vo sei 5 = , < eco =, «td 
C—A— a 
: \ N I l (2, A — 29099 fe= : li 
lim ignita log log n ca = = 0,0482392690... (g=3, mod. 4;5;qg Sa). 
n=c%0 { q Pe ) Fr s — 


Prima di procedere oltre è conveniente osservar qui un fatto, che sarà richia- 
mato in appresso, cioè che dalla convergenza semplice della serie (69), applicando 
il noto teorema: 

Se i termini d' una serie semplicemente convergente si seguono decrescendo in 
valore assoluto, il vapporto fra il numero dei termini positivi, e quello dei termini 
negativi non può tendere a un limite diverso dall'unità, 
si conclude che il rapporto fra la totalità dei numeri primi della forma 4y + 1 
non superiori ad # e la totalità dei numeri primi della forma 4y + 3 non supe- 
riori al medesimo limite, non può tendere che all’unità, quando » cresce inde- 
finitamente, o in altre parole che le forme 4y + 1,47 +3 sono egualmente fre- 
quenti frai numeri primi (Cfr. XI, 94). 

54. Richiamo della teoria dei caratteri di un numero secondo un modulo 
assegnato primo con esso. Estensione fatta da Mertens del procedimento del 
? 53 al caso, in cui si cerca la somma delle inverse dei numeri primi non su- 
periori a un limite assegnato, e compresi nella forma lineare My + N.— Negli 
ultimi paragrafi del suo lavoro il Mertens passa al caso generale della forma li- 
neare My + N. 

Per seguire le sue argomentazioni occorre la conoscenza della teoria dei ca- 


pi, - PT 

ratteri di un numero secondo un modulo assegnato primo con esso. Questa teoria 
si trova delineata nei supplementi V e VI delle Lezioni sulla Teoria dei 
numeri di Leseune DiricHLET; ma poichè qui e molto più nel seguito di que- 
sto lavoro importa introdurre relativamente ad essa più chiare notazioni, è indi- 
spensabile che ora io in particolare la ricordi. 

55. Supponiamo in primo luogo che il modulo sia la potenza @°*" del nu- 
mero primo dispari 4. 

Scegliamo una radice primitiva y della congruenza 


y989=1 0 (mod. 49). 


Supponendosi il numero # primo con 4”, si ha che, giusta la definizione di 
radice primitiva della congruenza, fra gli esponenti 0,1,2,...,e(47) —1 se ne 
trova uno ed un solo v tale che sia i 


gn (mod. 4”); 


v suol chiamarsi dice di n relativamente al modulo 4”. 
Ora se 


ly 3 Gy 3 Wa gie WonT) 


sono le radici dell'equazione binomia 


i i i I I 
cioè se 
2rr ; 2rn 
%@, = cos ee ee 1], 
(1°) (17) 
i numeri complessi 
pat pa 


sono chiamati i caratteri di n secondo il modulo 4°, e li indicherò ordinatamente 
coi simboli 


Apa at) nt I IRA Kona > 
0, se importa mettere in vista il modulo, con 
dol, mod. A°) , yi(#, mod. 4°), ya(, mod. RP), ..., Lon (#, mod. k°). 


È facile vedere che, se si cambiasse la radice primitiva scelta, i caratteri 
non farebbero che permutarsi fra loro. Infatti sia 9, un’altra radice primitiva della 
congruenza 


LL 


ye =1 (mod. 29), 


e. sia, secondo tale scelta, y l'indice di 9, sarà 


I,i=9I (mod. A°) , 


Renzi; o 
e quindi 


gi =g'=n (mod. A) ; 


sicchè yv sarà congruo al nuovo indice di » secondo 9(4°). I muovi caratteri di n 
saranno perciò 

oe, oi. ao 
o anche 


v v 
o * Y . 2Y ri aeta O onD)-1]y ts 


Ora è facile vedere che y è primo con g(77), giacchè se avessero un fattor 


h® 
comune 3, elevando la congruenza 9, = alla potenza re A, s’avrebbe 
on?) 
l=g È (mod. A”), 


e g non sarebbe più radice primitiva. 

Or, come è noto, gl’ indici a piedi delle w, quando superano 9(4°) possono es- 
sere rimpiazzati dai resti della loro rat per 9(47), e poichè y è primo con 
9(47), i numeri 

0, 085 21 ad E) [P(£A°) — 1]Y 


divisi per g(47) dànno in un cert’ordine i numeri 
0.1.8, 


e quindi i caratteri nuovi non sono che gli antichi permutati. 
Poichè : 


w,—=1l (1) Ie 
o * 009) 


così 
o) = 4 gn, (2) =(_1) 


saranno certamente reali, qualunque sia n. Gli altri, in generale complessi, po- 
tranno assumere valori reali per speciali valori di #. Poichè le radici w sono due 
a due coniugate e inverse, i caratteri non sempre reali saranno due a due in- 
versi. e, se non reali, conjugati. I reali hanno per inversi sè stessi. Il carattere 
1,(n) si dice principale. 


È 4 : CIA ai eni 
Sen=— 1, risulta v= 9% ); quindi 
o Aa 3 U Vona = 1 


Va = a = 5 = Xeon =— 1 : 


SII, — pes 

Dunque in quanto al numero — 1, qualsiasi carattere (modulo 47) ha il va- 
lore +10 —1. 

Frai caratteri d'un numero x rispetto al modulo 47 ve n° ha di quelli, che sono 
anche caratteri dello stesso numero rispetto ai moduli 77? (Y=1,2,3,..,@ —1). 

_ Questi si chiamano caratteri 4mpropri? rispetto al modulo 47; quelli che re- 
stano, quando si sono soppressi tutti i caratteri impropri, si dicono caratteri 
proprii. 

Per dimostrare l’esistenza dei caratteri improprii osservo primamente che la 
scelta di g può esser fatta in modo che essa sia radice primitiva rispetto a qua- 
lunque potenza del numero primo 4 (SerrET, Cours d’Algèbre supérieure, 
T. II, p. 78); perciò gl’indici v,v, di % rispetto ai moduli 47,7 — ? saranno con- 
grui rispetto al modulo g(47 77). 

D'altra parte le radici 

To, Tao Tana Ton 
dell’equazione 


_' 
29 


teti 
si trovano anche fra le radici 


OLI Gg giga, e 


, O(h)AA 
dell'equazione 
w 
a —1, 
e quindi i caratteri 
Lh Mia Vi Va 
CPI AO Tatti 
sì trovano tutti frai caratteri 
v v v v 
meno a vil AI 


I caratteri improprii rispetto a 4° sono perciò tutti i caratteri rispetto a 
4° ', essi dunque sono in numero di @(#° '); quindi i caratteri proprii rispetto 
a 47 sono in numero di 


a ee 1) = h— 1). 
Dei 9(4°') caratteri improprii ve ne sono 77-°%X—1)? proprii rispetto al mo- 
dulo 4°, 4°7*(X —1) proprii rispetto a 4°, e così continuando M&—1) proprii 
rispetto a #°,(4—1)' rispetto a 7°, e X—1 rispetto a 4. E per verifica 


hO — 1) +49 — 1° 4 2° + + AA-1+(f-1)°-+(h—-1) 


ù no! 


Li 
(1) +1) = 19 1)=9(47). 


LIRE 
56. In secondo luogo il modulo sia la potenza £"* di 2, e quindi sia 7 un 
numero dispari qualunque. L’esponente f va supposto 2 2, perchè non vi son ca- 


ratteri secondo il modulo 2. 
Può allora dimostrarsi (Lestune DiricaLeT, Opera citata, p. 333) che esiste 


sempre un numero « scelto frai numeri 0 e 1, e con numero A scelto fra 0,1, 
2....,2°°—1, tali cheisisabbia 


n=(=1)° (5%... (mod, 2°), 
Essi sono gl’ indici di n relativamente al modulo g: 


Se ora si denotano con 7,,, le radici dell’equazione «#° =1, cioè se 7,=1, 
r,=—1,e con m,,%,;-.., ps le radici dell'equazione 


cioè se 
LIT ale IO n 


i numeri 


CAR AI GSS rd FICO 1 pd 
To No 3 o Mi pi et L ARORINE ALI, NE 1 UP è SS, SENSATO 


sono i caratteri del numero # secondo il modulo 2f. 
In particolare, se 8=2,2=0, non vi sono che due caratteri 


wy=T5=1 » negri =d- a 


Se 8=3, vi sono quattro caratteri 


PARE 


— i DI MEBRGPa, 3" er Da die 
Mae ", ’ Ka ==%; Un i) > UT NE eo 


poichè 
ri=euyiest"'Aacszranià 


ì quattro caratteri sono tutti reali, e propriamente 
u=l. n=, nell, = 


Questi, che compariscono qui come caratteri rispetto al modulo 8, sono, come 
fra poco si vedrà, i caratteri certamente reali rispetto a qualunque potenza più 
elevata di 2. 

Frai caratteri d'un numero rispetto al modulo 2° ve ne ha di quelli, che 
sono anche caratteri rispetto al modulo rt==1,3, PD questi si chia- 
mano i caratteri improprii rispetto al modulo 2°, per distinguerli dai rimanenti 
detti proprii. i 


si 
Per dimostrarne l’esistenza osservo che se si ha 


n= (=) rod 2°) 
ed 


i Elea (mod, 24-1) 
sl avrà 


CE = (mad 2871) 


e quindi, perchè qui l’esponente di — 1 scorre per un sistema completo di resti 
rispetto al modulo 2, e quello di 5 per un sistema cempleto di resti rispetto al 
modulo 2°", sarà 


a=a' (mod. 2); =X°(Mod..24-1-2), 


D'altra parte le radici 


Po» Pa a Pass Popeye, 
dell'equazione 


it == Al 


si trovano fra le radici 


Mo > Agg Ma 9,000» np, 
dell’equazione 


quindi i caratteri 


ad CIPRO mid <P VANORE TO n di 
To Po > Tobe sea TE Pra o TIPO TIP TERA 


si trovano frai caratteri 
ni i pi pa 4" PSA) 
er TL, TIA, ph, I Ta 


I caratteri improprii rispetto a 2° sono dunque tutti i caratteri rispetto a 
2°: essi sono perciò in numero di 2°*: quindi i proprii sono 29 — 24*=2f?. 

Dei 2° caratteri improprii 2°* sono proprii rispetto a 2°, 2Î"* sono proprii 
rispetto a 2°. e così via, 2 sono proprii rispetto a 2°, e 2 sono caratteri rispetto 
a 2°, e per verifica 


Secaa Lap Ia, 


Sean=—1,siha a=1,X=0, quindi 
%o YU Apia si 
e 
vp =%f-s i E rn 


Le 

Dunque anche qui, trattandosi del numero — 1, qualsiasi carattere ha il valore 
+loT—-1l 

In quanto a un numero qualunque 2, quattro caratteri sono certamente rea- 
li, e sono quelli relativi al modulo 2°; al altri, in generale complessi, possono 
assumere valori reali per speciali Dio di n. 

57.— Passiamo ora a definire i caratteri d'un numero # rispetto ad un mo- 
dulo qualunque (primo con 2) M, che decomposto in fattori primi dia 


Essi restano individuati dalla eguaglianza 


‘ 1) va am 
(70) y(n, mod. M)=y(#, mod. 2°).y(7, mod. R, )...y(2, mod. Ra"). 

Poichè i simboli, che figurano come fattori al secondo membro, hanno rispet - 
tivamente 


28), g(4°*), ..., (27) 


\m 


valori diversi, così il primo membro avrà 
[ol uu 
9(2°). g(k, ').. (77) = 9(M) 


valori diversi, che indicherò con 


Yo(n, mod. M) , (#2, mod. Moana, Lom) (; mod. M). 


Se al secondo membro di (70) per tutti i caratteri, che vi figurano, si pren- 
dono i caratteri principali, il primo membro avrà il valore + 1 per qualunque #, 
e sarà quello indicato da y,(2, mod. M), cioè il carattere principale. 

Se soltanto per alcuni dei caratteri si scelgono i caratteri principali, il ca- 
rattere risultante si dice incompleto. 

Se un carattere non è nè principale nè incompleto, ma contiene come fattore 
uno 0 più caratteri improprii rispetto ai moduli componenti, è esso stesso un ca- 
rattere ‘mproprio rispetto al modulo M. 

I rimanenti caratteri si chiamano propri. 

Un carattere improprio rispetto ad M sarà proprio rispetto a un divisore di M. 

Dato un carattere del numero 2, se si forma il carattere con radici delle e- 
quazioni binomie tutte conjugate di quelle, che hanno contribuito a formare il 
primo, si ha il carattere conjugato al primo. 

Poichè le radici conjugate delle equazioni binomie sono fra loro reciproche, 
due caratteri conjugati risultano, quale che sia il numero #, fra loro inversi, e 
sì sogliono chiamare anche opposti. 

Un carattere opposto a sè stesso chiamasi ambiguo. 


a "E 
E facile vedere che un carattere ambiguo è reale. Infatti se 7*n'w... è un 
carattere ambiguo, risulta 


ano ...=1, 


quali che siano «,,v,..., e posto successivamente 
ala, A=0V= 0 
eta en) MAS AV 


da=0TX=0e=A 9 ©0005 
si ha 


e il carattere ambiguo diventa 


OSIO Ci 9 
e quindi è reale. : 
58. Finalmente enuncio quattro proposizioni, che facilissimamente si dimo- 
strano, e che fanno gran giuoco nelle applicazioni. 
a) Si ha 
4 (ng, (n)=y (an) . 
6) Se n=, (mod. M), si ha 


Y- (2) = Ya (n') . 


c) Se 1, p,,%,,---,M—1 rappresentano il sistema dei numeri primi con 
M ed inferiori ad M, si ha 


(71) X(1)+ (a) + (1a) +-+, (M-1)=0, se e £0 
(71’) Wo (+) + wa) + +4 (M- = (M) . 
d) Si ha 
(72) Wola) +12) =0 se 2 non=1, mod. M 
mentre 
(72) (A) T%1 (AT) ++ m_1 (#) = 9(M) se #=1, mod. M. 


Queste ultime possono porsi sotto altra forma, che sarà utile fra non molto, 
vale a dire 


73 n È Yo e RI 
| CECI ei ai 8) 
(73) (2) Ya) Moi) \=0(M) so n = 


59. — Dopo ciò, scelto un determinato carattere x secondo il modulo M, si 
prenda a considerare la serie 
=) 


i » 


NEAR, 
ip] i 


ATttI— Vol. XI — Serie 22—-N 1. ll 


RARE 
dove il £ è munito d’un apice per indicare che la sommatoria è estesa a tutti i 
numeri primi 70% divisori del modulo M. 
Supposto che la variabile s sia reale, la serie dei moduli si riduce a 


(ee) 


s(5,%) = 


i=) 


1 
ni 
. 


la quale (V, 31) è convergente per s>1; sicchè per s>1 è pure convergente 
(8.2). 

La serie considerata nel S 53 è caso particolare di <(1,y), il modulo M es- 
sendo stato scelto eguale a 4. Ciò premesso, ad imitazione di quanto ‘ha fatto per 
tal caso speciale, il Mertens comincia dal dimostrare che: 

302) 
II modulo della somma x(n) 


ii 


OE Pi 


Pi 


non può superare una determinabile co- 


stante x por grande che sia n. o 
Da ciò desume la convergenza della serie <(1,y), e ne deduce quindi la for- 
mola 
S(n) 


x(Pà 2yn 
n A LI 1 » rg . 
va) 
D'altronde indicando con H la somma dei reciproci dei numeri primi, che 
figurano in M, la (68) può scriversi 
S(n) ( ) 
DS da =loglogn+O—A—H4p Î 


ii È 


Se ora formo un sistema con questa e con tutte le eguaglianze, che si ri- 
cavano applicando la (74) a tutti i caratteri non principali %,,%33--+:%ean 
moltiplico ordinatamente le equazioni del sistema per 


1 1 1 1 
%(N) i x (N) : %a(N) bari Xyy_1 (N) i 


e sommo; al primo membro, in virtù delle (73), (73') resterà soltanto il prodotto 
di 9(M) per la somma dei reciproci dei numeri primi non superiori ad 2, e com- 
presi nella forma lineare My + N, quindi sì potrà scrivere 
g(M)1 
Lyon t IA s(1,%,) de RE * 
Y sb loglogn + C-AT-H+ p x) (+5 » (g;==N, mod. M;g; Sr) 


è indicando una quantità che s’ annulla per n= 0%; e in conseguenza 


i iui 1 (1,%) 
lim È — — —- lo logn {=} (-A-H— Si 1%s) , (a=N , mod. M; <n). 
o Z di GM) > 9(M) DI x;(N) (di ;a=) 


Tie 
Termino coll’ annunzio che in prosieguo alcuni problemi di questo Capitolo 
saranno ripresi in considerazione coll’intento di trovar valori non assintotici, ma 

completi (X, 83, 89; XI, 109; XII, 123, 124). 


CAPITOLO VIII. 


60. La memoria di Riemann. La funzione &(s) per valori complessi della 
variabile. Suo prolungamento analitico. Valori di £(s) per s==— 2w,0,2w%, 
— (@m — 1), 22 — 1.—Il metodo inaugurato da Tchebichef per lo studio della 
funzione 6(7) è senza dubio interessante; ma esso oltre ad ammettere, come po- 
stulato, l’esistenza di alcuni limiti, non fornisce che espressioni assintotiche. le 
quali non possono addirittura considerarsi come formole d’approssimazione per va- 
lori finiti della variabile. 

Più importante è certo lo studio, che si propone di rinvenire una formola, 
che dia l’ espressione completa del valore di 9(7). &iacchè questa deve contenere 
implicitamente in sè la spiegazione di quanto ancora c’ è di misterioso nella di- 
stribuzione dei numeri primi. 

Il problema è arduo, giacchè la funzione 0(7) presenta il carattere di avere 
un numero infinito di discontinuità, e i punti in cui queste si verificano, cioè i 
numeri primi, non debbono apparire esplicitamente nella formola da ricavarsi (cfr. 
I, 1). Rimanendo latenti tali discontinuità è d’uopo, per dedurre in modo inat- 
taccabile il risultato finale, maneggiare le formole colle più grandi precauzioni, 
onde non incorrere in trasformazioni non lecite. 

Colla memoria i 

Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Gren- 
ze. Monatsberichte der Berliner Akademie, November 1859; oppure Gesammelte 
math. Werke, 2" ediz., 1892, p. 145, o anche opuscolo a parte contenente la tra- 
duzione francese di L. LaAuceL, 1895, 

Riemann dette un valido impulso alla soluzione della quistione. Non per- 
venne però a stabilire il risultato con metodo inattaccabile, anzi egli stesso notò 
lacune nei suoi ragionamenti. Nè dalla sua formola s'è potuto finora trarre par- 
tito per calcolare esattamente il valore della funzione, o almeno per determinarne 
un valore approssimato insieme ai limiti frai quali è compreso l’errore. Ma oggi 
non si ha più alcun dubio sulla validità della sua formola, poichè essa è stata 
recentemente controllata con procedimento, che è al sicuro di qualunque critica. 

Comincio in questo Capitolo a render conto del lavoro di Riemann, accom- 
pagnandolo cogli sviluppi atti ad agevolarne la comprensione, e colle variauti 
escogitate per semplificare ed ampliare, o conducenti a rettificazioni di minor conto. 
Nel Capitolo seguente andrò esponendo i lavori diretti a colmare le lacune più 
gravi. 

Ora qui più che mai è d’uopo ch'io invochi la indulgenza di chi ha la pa- 
zienza di seguire il mio lavoro. Io non considero questo come una monografia, che 
dispensi il lettore dallo studio di tutte le pubblicazioni anteriori sull’argomento. 
Se diversamente facessi non terrei conto della raccomandazione racchiusa nel Pro- 


= Re 

gramma di concorso circa la forma compendiosa. Io stimo invece dover fare un 
lavoro di sintesi. Quando l’ometter dimostrazioni o sviluppi non porta danno alla 
chiara comprensione dei risultati, io mi limito a rimandare esplicitamente o im- 
plicitamente il lettore ai lavori originali. Invece riferisco tutto, anche abbondando 
in spiegazioni, quando il tacere, o l’esser conciso, può toglier luce a idee che nel 
seguito importa che il lettore abbia chiaramente percepite, o quando gli sviluppi 
debbano servire di sostrato a concetti nuovi, che intendo di introdurre. 

Questo criterio, fin qui seguito, mi consiglia la seguente modalità nel conti- 
nuare la compilazione. Nella classica memoria di Riemann e in tutte quelle, che 
ad essa metton capo, si ricorre, più largamente che prima non s'era fatto, all’A- 
nalisi, e specialmente alla Teoria delle funzioni di variabile complessa, ciò nello 
intento di costruire gli elementi analitici, che entrar dovranno nella formola, che 
si ha in vista. Vi è dunque in esse una parte di Analisi, che può stare a sè, an- 
che prescindendo dalla sua applicazione alla Teoria dei numeri. Di questa parte 
dunque, generalmente. riferirò solo i concetti iniziali e i risultati. Riprenderò ad 
esporre i ragionamenti quando verrò ad applicare i precedenti enunciati alla que- 
stione sui numeri primi, oggetto del lavoro. 

Gli elementi analitici sopra nominati sono forniti dallo s:udio della funzione 
rappresentata dalla serie i 


la quale (V, 29) gode della proprietà rinvenuta da Eulero ed espressa dalla egua- 
glianza A 


(17) ———= 


Ora identità del genere di questa, del genere della (16) fornita dal teorema 
di Tchebichef esposto nel [IV, 26, 2)], debbono essere, nella presente teoria, di 
molto interesse. Infatti, nella ricerca della espressione della funzione 0(), i nu- 
meri primi, dovendo essi stessi venir considerati come ignote, una eguaglianza, che 
trasforma una funzione dei soli numeri primi, in una conosciuta funzione di tutti 
i numeri della serie naturale, deve riuscire un potente istrumento. 

La funzione &(s), nel Capitolo V, fu pensata soltanto per valori reali della 
variabile s, ma è facile vedere che tanto la serie, quanto il prodotto infinito, per 
valori complessi di s, tali che la parte reale di s (che ad imitazione di moîti 
rappresenterò con A(s)) superi 14+e, e essendo una quantità positiva arbitra- 
riamente piccola, convergono assolutamente ed uniformemente, e si mantengono 
eguali: sicchè la serie, e l'inverso del prodotto rappresentano una funzione olo- 
morfa della variabile complessa s nella regione del piano di questa a destra della 
parallela all’ asse immaginario alla distanza 1 da quest’ asse, la quale funzione 
non si annulla mai in tale regione, perchè il prodotto è è convergente. 

La memoria di Riemann comincia colla ricerca del prolungamento anali- 


ez 
tico della funzione indicata dalla serie suddetta e rinviene una funzione uniforme, 


che mentre coincide con Y} " in tutta la parte del piano, in cui questa è conver- 
ml i 
gente, rimane definita in tutta il piano. 

Per far ciò s' immagini tracciato nel piano della variabile complessa z= « + îy 
un contorno C formato 1° della parte dell’asse reale positivo da + co ad un punto 
A a distanza e dallorigine O, 2° dalla circonferenza descritta con centro O e rag- 
gio e, 3° della parte dell’asse reale positivo da A fino all’, e si consideri l’'in- 
tegrale esteso a questo contorno 


(— 2) dz 
prio i 


Questo, a causa della funzione politropa (— 2) = e), ha infiniti 
valori, ma se ne fissa uno supponendo che, allorquando 2 parte da + o, si ha 
log (—z)=logz— dr, logz essendo reale. 

Ciò premesso per mezzo della definizione della funzione M(s) si ricava imme- 
diatamente 


2% ad se e #4 1 da 
(75) <(8) e] gt Fe 1 ’ 
0 


e quindi agevoli trasformazioni conducono all’eguaglianza 


“s)= è IX = 5) Sl i L 
“c 


Ora il secondo membro di questa definisce, per qualunque valore della varia- 
bile complessa s, una funzione uniforme, la quale eccetto che nel punto s=1, è 
dovunque finita; e si ha che il valor limite della funzione per s=1 è 0; ma 
il valor limite del prodotto della funzione per s — 1 è 1; quindi s=1 è un polo 
semplice della funzione. 


Intendendo da ora in poi con &(s) non più la somma della serie Y, 2 ind 


? 
mi 
mzì 


la sopradetta funzione uniforme, si potrà conchiudere che £(s) estende la funzione 


si, a tutto il piano, ossia ne dà il prolungamento analitico. 
m=1l 


Un facile calcolo fa rinvenire i seguenti risultati, nei quali le B indicano, 
come al solito, i numeri bernoulliani, 


gm min 


(76) dm) =(- 1" "oa 


2m 


B 


Ì FAI. La 9 (1) 
Ban è ue , &{-2m)=0, î[-(m—-1)]}= 


— oa 

Aggiungo che fino a poco fa mancavano formole, che dessero il valore della 
funzione £(s) per s intero positivo impari, ma a ciò ha provveduto la nota 

KLurver — Sur les valeurs, que prend la fonction &(s) de Rie- 
mann pour s entier positif et impair. BuZetin des sciences mathémati- 
ques. T. XX, p. 116, 1896, nella quale l’autore ottiene delle formole ricorrenti 
per le £(2w — 1), per ognuna delle quali si possono avere quattro espressioni ; 
così egli ricava 


Dn 


1 v(27)B, 7_ 471 y (2r)*B,, 
a=4| 7 O]; i ;]37 31 ded S| 
ai 4 er+avl_ 3 Lar 4 Q8+3)! 
ang 1° e o 1% l y n'*B., ] 
ui (2£ 4-8) dr al SEO 
1 


61. Altri modi dovuti ad Hermite e de la Vallée-Poussin per ottenere il 
suddetto prolungamento analitico. Espressione data da Piltz e Stieltjes per &(s). 
Valore di (0). Espressione data da Lerch per %(s). — L'importanza della fun- 
zione £(s) in tutta la teoria dei numeri, ed in ispecie nella quistione in esame, 
mi inducono a far qui cenno ‘di due altri metodi più semplici per estendere detta 
funzione, uno dovuto ad HermitE, l’altro a pe LA VaLLEE-Poussin. Il primo ma- 
tematico nella 

Note au sujet de la communication de M. Stieltjes: Sur une 
fonction uniforme. Comptes rendus des s. d. VA. d. s. T. CI, p. 112, 1885 
parte dalla (75), e indicando con w una costante positiva arbitraria ma minore 


(vel 


: 6 - a 
De È 
di 27, trasforma la Y} —= In guisa da pervenire a 


m=l 


Pa, DA | dfn idee 
c) a 80 fee preaii 
0 TOS e—- 1, 
0 


wW 


Fissata, analogamente a quanto fu fatto sopra, la determinazione della po- 
tenza 4°, i due integrali, che compariscono fra le parentesi rappresentano due 
funzioni uniformi, e il secondo ha un valor finito quale che sia il numero com- 
plesso s, e rappresenta una funzione olomorfa. 

Il primo degl’integrali avendo per limite inferiore 0, non ha più significato, 
quando la parte reale di s non supera 1, e della funzione da esso rappresentata 
occorre trovare il prolungamento anelitico. Per far ciò Hermite deduce 


OE sale GI l w &; <- (2628) vw \}" 
Ù: E Ca Bere. si ke) J 


o n=l i, 
Essendo la serie, che figura al secondo membro, convergente per qualunque 
valore di s, la funzione, rappresentata in una parte del piano dall’ integrale 


dala % È 
/ ‘eta resta estesa a tutto il piano. 
x 


VARO, > TRS 


dia : 1 7 x 
Osservando infine che il fattore TO: che comparisce al secondo membro di 
(77) può scriversi 


n= Il [(1+2) 7]. 


si vede che unico polo della funzione, che figura al secondo membro è s=1, e 
sì ritrovano i valori di £(— 2w), e &[—(2w — 1)] forniti dalle (76). 

De La VaLcge-Poussin, nel N. 3 del lavoro, che in seguito avrò spesso oc- 
casione di citare, 

Recherches analytiques sur la Théorie des nombres premiers. An- 
nales de la Société Scientifque de Bruxelles, t. XX, 1896, 
‘ comincia collo estendere la funzione alla striscia del piano della variabile com- 
plessa s racchiusa fra la parallela all'asse immaginario alla distanza,1, e Me 
st'asse medesimo. 

Ciò si fa subito osservando che i 3 


si ada 


l x 
(m+ 1) ns Mpa SJ Gta 


1 da" 


> ir dae ir a 
a) pai ini 
m=1% 


quindi. 


i s È iiada 
Di imigrnrne i cen 
m=1 m=1%0 

La serie, che figura al secondo membro, essendo assolutamente convergente, 
sempre che la parte reale di s sia positiva, la funzione &(s) resta definita in tutta 
la regione a destra dell'asse immaginario. La relazione funzionale, di cui parlerò 
nel $ seguente, fra &(1 — s) e È(s), presa come definizione nella parte rimanente 
del piano, serve al Poussin per definire ivi la funzione, giacchè esprime qualun- 
que &(s) con A(s) negativa per mezzo di una &(s) con &(s) positiva. 

Prima di andar oltre è bene notare un’altra forma di &(s), che alcune volte 
riesce utile. Applicando la formola sommatoria di Mac-Laurin, si trova facilmente 


donde 
= lim ( It) 
mei 


; : È log m +1—(1— s)logn 1 logn 
e — a+) 


Re 
formole valevoli per qualunque s con parte reale non negativa, la penultima delle 
quali fu trovata da PiLtz e STIELTJES in lavori, che citerò in seguito. Dall’ ul- 
tima si trae 


E(0)=1im|—log(n!)—n +nlogn + 3-logn] 6 


ossia sostituendo per log (2!) il valore dato dalla formola di Stirling 


l i 1 
log(n!)==-log (27) +(1+3) logan — o » (0<n<1) 


si ricava 


l | 1 : 
(78) r0)=lim[ — le m—- 3 |=- 31020, 


formola, che a suo tempo occorrerà ricordare. 

Più recentemente nella comunicazione 

LercH — Sur une intégrale, qui représente la fonction &(s) de Rie- 
mann. Chicago Congress. Mathem. papers. I, p. 165, 1895 
è stata data la seguente formola valevole per ciascun valore finito di s 


ui: — ap 
"Sul a_i a sensp—e * POI da 5? cos'-*od 
oe gni 5 1 {i 1+ ente? a» 
0 ” 


ì 
Ss = 


62. Relazione funzionale di Schlòomilch. — Ritornando alla memoria di Rie- 
mann, in essa l’autore, dopo avere estesa la funzione &% a tutto il piano, passa, 
mediante un calcolo di residui, a stabilire una relazione funzionale verificata dalla 
&. Supposto R(s)<0, deduce che si ha 


(79) {s)=(2m).2c0s(s- DD E.MM—-)g(1—s). 


Questa importante relazione era già stata trovata sotto altra forma da Scarò- 
miLca (Ueber eine Eigenschaft gewisser Reihen. Zeitschrift fir Mathem. 
und Phys. Jahrgang III, p. 130, 1858). La dimostrazione, che se ne trova nella 
memoria di Riemann, suppone negativa la parte reale di s; ma pel noto teorema 
della teoria delle funzioni di variabile complessa: 

Se due funzioni hanno gli stessi valori in una qualunque area della loro co- 
mune regione di continuità, 0 lungo una qualunque linea di questa regione, purchè 
questa linea non sia infinitamente corta, allora le due funzioni hanno lo stesso va- 
lore in tutti i punti della loro comune regione di continuità, 

(Forsyra — Theorie of Functions of a complex Variable, p. 60), la 
relazione stessa può ritenersi vera in tutto il piano. 

Facendo uso delle proprietà della funzione P espresse dalle eguaglianze 

i 


he}ra — EZELAI o(3+*)= ni 125) 


sen str \ lag) 


laonde resta dimostrato che 
a) L'espressione 


n'*T(3)40) 


resta invariata, quando vi st muta s in 1 — s. 
b) ZEvedentemente lo stesso avviene dell'altra 


e prc). 


-_ 


Mediante il cambiamento di variabile s=— + e", posto 


ste, 1 Il a SR, pi i 
ra=l(7+3° a - 2 5(> +49) 9 


la predetta relazione funzionale assume la forma dell’equazione alle differenze fi- 
nite 
Fo)=F(7+1). 


(Confronta VeccHi — Sulla funzione &(s) di Riemann. Parte I, p. 22, 
Paris, 1899 a 1900). 

63. Distribuzione nel piano degli zeri di &(s). Teoremi di Hadamard e de 
la Vallée-Poussin. — Giacchè il polo e gli zeri della funzione &(s) sono quei tali 
elementi analitici, per mezzo dei quali, si costruirà l’espressione per la totalità 
dei numeri primi fino a un limite assegnato, così è bene che, fin da ora, cominci 
a raccogliere quanto, da ciò che precede, in ordine a questi zeri, può dedursi, cioè : 

Radici reali &(s)=0 sono i numeri — 2,—4,—6,...,— 2,..., e non 
ve ne sono altre; 

_ In quanto alle radici non reali non ve ne sono nelle due regioni, in cui 
R(s)>1,9R(s)<0, e se un punto della striscia, dove 0<&(s)<1, è radice, 


lo sarà pure il punto simmetrico rispetto all’ asse reale, e quello simmetrico ri- 


spetto al punto s=i. 


D 

Credo inoltre opportuno qui riferire la proposizione da non molto stabilita, e 
ben più importante di quello, che a prima vista non paja, che sulla retta R(s)= 1 
non vi sono zeri della funzione &(s). Questo teorema trovasi dimostrato nelle note : 

Hapamarp — Sur les zéros de la fonction &(s) de Riemann. Comptes 
rendus d. s. d. DA. d. s. t. CXXII, p. 1470; t. CXXIII, p. 93, 1896. 

Ipem — Sur la distribution des zéros de la fonction &(s) et ses con- 
séquences aritmétiques. Bulletin de la Sociéti mathématigue de France, t. 
XXIV, p. 199, 1896, 


Arti — Vol. XI— Serie 22-N 1. 12 


— 90 — : 
e nel lavoro già citato al $ 61 di pe La VALLEE-Poussin, il quale nella III parte 
a p. 117 espone il più semplice frai ragionamenti sinoggi fatti onde pervenire 
alla conchiusione in parola. 

Con questi scritti va connesso l’ultimo paragrafo della dissertazione di vox 
Scnaper, della quale parlerò a $ 74, e la nota: 

Mertens — Ueber eine Eigenschaft der Riemann’schen Function 
Sitzungsberichte der K. Akademie der Wissenschaften in Wien Math. Nat. Classe. 
CVII Bd., p. 1429, 1898. Re 

E importante però notare, e in prosieguo (cfr. X, 85) se ne vedrà la ragio- 
ne, che neppure colle dimostrazioni, che nelle indicate memorie si leggono, resta 
escluso che vi possa essere una infinità di radici di &(s) accostantisi indefinita- 
mente alla retta R(s)=1, per valori crescenti senza limite del loro modulo; 
cioè non è escluso che la parte reale di una infinità di radici possa essere quanto 
si voglia poco differente a 1. 

Il recentissimo lavoro 

pe La VaLLie-Poussim — Sur la fonction &(s) de Riemann, et le 
nombredesnombres premiers inférieurs è une limite donnée. Mé- 
moires couronnés et autres mémotres de lAcademie Royale des sciences, d. I. et d. 
b. a. de Belgique, t. LIX, 1899, 
arreca un nuovo contributo alle conoscenze, che si hanno, sugli zeri della fun- 
zione £(s). Ivi per la parte reale delle radici non reali di &(s) si trova un limite 
superiore più basso che 1. Questo limite è funzione del coefficiente di è nella parte 
immaginaria. Si dimostra in vero che, se Z(a + 8) =0, e 82 574 si ha 


0,032 821 4 


i Sa 
54 dai 


Se b<574 il valore di 4 sarà al massimo eguale a quello, che fornisce 
questa relazione per è = 574. 
Ed inoltre se 52 705 si ha 


0.034 666 


|A RESTA RITA 
piceno Ni 


Per 5<705, il valore di 4 sarà inferiore al valore che dà questa formola 
per db = 705. 

64. La funzione &(). Prima lacuna della memoria di Riemann. — Per lo 
studio di queste radici complesse racchiuse nella striscia predetta, la effettiva esi- 
stenza delle quali è accertata in altro lavoro, di cui in seguito sarà discorso, 
(cfr. IX, 75), Riemann credette bene sostituire alla funzione &(s) un’altra sugge- | 
rita dall’enunciato 8) del $ 62. 

Posto 


Pa)= Nere, 


n=i 


if 
sì deducono dopo una serie di passaggi le eguaglianze 


eni a r(3)t0 = _ L seDi fx (7 ca x 3) dx 


Do 4 2 
=? Ò (74 ita, 
Se si pone 
l . 
= 2 >" ti ’ 
le due ultime espressioni si trasformano rispettivamente nelle due fra loro equi- 
valenti 
1 chi 
(0 + 1), Tea tcos(1 cloga) da. , 
(80) 


sg dl =” È 
| if xe ‘cos (51082 e) coni KON 
da 


La funzione da esse rappresentata esiste ed è finita e continua in tutto il 
piano, e perciò, dovunque in questo, resta definita una funzione & della variabile 
complessa ?, la quale £ è legata alla & dalla relazione 


(81) £)= SR (3) 4% 


Le espressioni (80) di £ mostrano che questa può essere sviluppata in una 
serie convergente in tutto il piano e procedente secondo le potenne ascendenti di ??, 
e perciò &(?) è una funzione intera pari di £. 

Richiamando quanto s' è detto circa gli zeri di &(s) si deduce senza difficoltà 


che la funzione É(?), ossia 6[i (3 —s)] non s'annulla che nei punti della stri- 


«cia definita dalle ineguaglianze 0O<R(8S)<1, nei quali s'annulla &(s). Ammesso 
che £(?) abbia radici, e ricordando che essa è una funzione pari di #. si conchiude 
che le sue radici sono due a due opposte. 

Per lo più le radici, la cui parte reale sia positiva, ordinate in modo che i 
loro moduli non decrescano mai, si sogliono indicare coi simboli &,,%,,,,.... 
Sicchè tutte le radici di £()=0 sono ta, , ta,,ta,,..., e quindi tutte le 
radici non reali di &(s)=0 sono 


ca 
Lat 1 a EZIO rs 


l 
#2 


Or qui è uno dei passi oscuri della memoria di Riemann. Egli enuncia le 
proposizioni : 


is Bo 
a) Z numero delle radici di &(t), delle quali la parte reale sia compresa 
fra 0 e un numero positivo T molto Litcni è rappresentato approssimativamente 
dalla espressione 


Db) Zutte le radici di E(t) sono reali; 
c) Za funzione intera &(t) equivale al prodotto di fattori primarii senza 
; — È 
alcun fattore esponenziale €(0) ]{ (1 a < 
vl p. 
ma non dà che pochi cenni insufficienti delle dimostrazioni. 

— Gli enunciati 4) e c) sono stati esattamente provati in lavori recenti, dei quali 
parlerò nel capitolo seguente. L’enunciato 4) manca finoggi di dimostrazione ri- 
gorosa. 

Dopo queste premesse la memoria procede alla soluzione del i della 
determinazione della totalità dei numeri primi inferiori a un dato limite 2*). 


65. Introduzione della funzione ./(2)= see 


e della ./,(r) = “© =%2 in luogo di 0,(2), e 3,(). Espressione di f.() per 


mezzo di un integrale definito. — Continuando ad indicare, come ho fatto finora, 
con 6(7),3(7) ordinatamente le totalità dei numeri primi inferiori e di quelli non 
superiori ad z, e con 0,(z) e S,(z) rispettivamente le somme 


in luogo di 0(z), e (2), 


02) +1 0128) +1 023) +.. : Xo)+ FM) +1) +, 


*) Basterà qui soltanto menzionare che della funzione &(s), la quale nel (Cap. XI, $ 97) da un 
certo punto di vista verrà amplificata, ne sono state studiate varie altre generalizzazioni, che solo in- 
direttamente interessano le ricerche, che qui si hanno in vista. Chi voglia seguirle consulti le 
memorie: i 

HurwiTz — Einige Eigenschaften der Dirichlet’schen Funetionen 


ro=2(2) A. 


die bei der BestimmungderClassenzahlen binàren quadratischer Formen auf- 
treten. Zeitschrift fur Math. u. Phys. Jahrg. XXVII, p. 86. 1882. 


Ania 


LercH — Sur la fonetion » rsa n Acta ini t. XI, p. 19, 1887. 


Lipscnitz — Untersuchungen der Eigenschaften einer Gattung von unendli- 
chen Reihen. Crelle Journal fur die r. u. a. Math. Bd. CV, p. 127, 1889. 

CaHEN — Sur la fonction &(s) de Riemann, et sur des foncetions analogues,. 
Annales scientifiques de V' École normale supérieure. 3° série, t. XI, pag. 75, 1894. 

MeLLIN —Ueber eine Verallgemeinerung der Riemannschen Function &(s). 
Acta Societatis scientiarum Fennicae, t. XXIV, n. 10, 1899. 


SE - I 
si introducano due nuove funzioni (z),.f,(@) così definite, che sia f(z)= #() 
sempre che 7 non sia un numero primo, ed /(7)=0(2) += quando eguagli 


un numero primo. 
Sia poi 


LAP I RE 
fi) =f@)+ (E) +72) + 
ed è facile convincersi che /,(2) =’,(7) sempre che z non è potenza di un nu- 


mero primo, ed invece f(2)=0,(2) + 3g Se € è la potenza v°*® d’ un numero 


primo. 

In altre parole /() è la media aritmetica fra 9(z) e >(z), mentre /,(z) lo 
è fra 9,(2) e 3,(4). Sicchè, malgrado le discontinuità, per qualunque valore di #, 
reggeranno le eguaglianze 


JI 
f(£) =“ia [f(@— 0) +/(e+0)] 
n= [le-9+h@+9], 


il che renderà possibile l'applicazione della formola di Fourier, che fra poco sarà 
invocata, e darà ragione della introduzione delle funzioni /, ed , che passo suc- 
cessivamente a determinare seguendo Riemann. 

Dalla identità (17) di Eulero si trae 


: 1 1 
log &(s) he ba bea pe Fees, 
p p p 


la quale, poichè 


sì può scrivere 


log 8) _ => 1 sE 1 sr 
(82) Sc z/: 'dy +3 S fo rp dt--- 
Pz t Die 


Ora 


2: y'dy= fo sta fs s°t43f Datafs y'dy +. + y*tdy+.. 


q indicando il numero primo successivo al numero primo p. Or essendo 0(7) co- 
stante per tutti i valori di y a destra di 7 e non superiori a 7, sì ha 


2 2 
sc f yrrdy= É Oy) vt dy . 
p p 


NESSERI ! ; SPSSE 
Se ora sotto all’integrale al posto di 6(y) si pone ,/(y), non si fa altro che 


aggiungere all’integrale l’ elemento DEI ‘'dy, che al limite sparisce, quindi 


si ha 
(i Q ui 
0 f yt= [rw a 
Si to 


dunque 


DS gt dy= "9 Ty dg ; 
sir 


e poichè f(y)=0 per y<2, 


> [otta= / f(9y ay . 
p e < 


p (1) 


Analogamente si trarrebbero 
C2) CORI 10 00.) SRL 
è; [iu= [rimetta Cao / y7idy= f fl )y "du 00 
p ar LI 0 p ato n i 


In conseguenza, sostituendo nella (82), si ottiene 


log &(s) __ 
— agi 


v90 il £ 1 a a ie) he, 
(83) =fUM+31+ + rtf my, 


ossia, posto logy=%, 
mE fiere du i 


ee . log&(s) 
Ora si indichi per un momento s con s, + $,%, Mas 


con 9(s, + 5,%), ossia, 
decomponendo questa nella parte reale ed immaginaria, con g,(s,) + ég,(5,), e in- 
fine /,(e*)e"" con 4(u): con tali notazioni la precedente eguaglianza si scinde 
nelle due 


96) = f hu) cOS(syt) Ue 5, 9a) i; h(u)seun(s,u)du . 


—0 —% 


Moltiplichiamo queste due per ds, [-cos(s,0) + <sen(s,2)], e integriamo da — o 
a + 0%, otteniamo 


fa» [cos (sv) + # sen (5,0) ]ds,= fas cos CONTO) cos (s,u)dw 
(0° HE pe 30 
J 293(8) [cos (8,7) + è sen (572) ] ds, = I ds, sen (8y”) / h(u)sen(syu)du , 


n = 


AR 
cea. a 
giacchè i due integrali 


# ds, sen (59%) f 1a) cos(s,u)du , f Dea cos (69) fr sen (s,) du 


sono nulli, come si vede facilmente decomponendo l’ intervallo dell’ integrazione 
rispetto ad s, nei due tratti — co a 0, e 0 a + 0, e cambiando lungo il primo 
tratto la s, in —s,. Sommando le (84) si ottiene 


fac | ae ia = fisf i) cos[ su — v)]du . 


— 09 


Al secondo membro di questa eguaglianza può applicarsi la formola di Fou- 
rier (Merer—Vorlesungen ilber die Theorie der bestimmten Inte- 
grale, p. 275) 


2rh(v) =f ds, f h(u)cos[s(u— v)]du , 
-%0 -% 
e in conseguenza 


o . 
f g(s,+ is) ds = 27h) = 27/0); 


si) 


moltiplicando ambo i membri per ée" , posto v= log, e ricordato che 
= . s+i,=s 3 gg= 0, 
. sì deduce che 
i sti ]oo 
mette È EA) ara 
2rrî s td 


si oi 


dove l’ integrazione dev'essere eseguita in modo che la (5), cioè s,, resti costante. 
Integrando per parti, e notando che 


rlogé(s) a” qutoi 
I 5 | ='0 


s log a: 1 


Sj_ 00? 


la precedente eguaglianza si trasforma in 


(85) ATRIA f e. 


2riloga. ds ss 
sini 


Per la inversione della formola (83), cioè per la deduzione della funzione .f, 
per mezzo della &, è proposta da Graw, nella memoria premiata citata nel (IV, 25), 
. un’altra dimostrazione più diretta, la quale non è stata però trovata perfettamente 
| rigorosa, ed è stata quindi modificata dal ParaawiN nell'articolo Ueber die Be- 


_ rechnung der einzelnen Glieder der Riemann’schen Primzahl- 


960 
formel. Ofversigt af K. Vetenskaps Akademiens Forhandlinger. 1891, N. 10, 
p. 721. | 
66. Trasformazione dell’integrale definito esprimente 7; (7). Seconda lacuna 
della memoria di Riemann. Formola finale per /,(«) colla rettifica di Genoc- 
chi. — Ulteriori trasformazioni deve subire la (85) allo scopo di distinguere in 
f,(x) le parti di natura diversa, che essa contiene. In virtù di (81), e del teo- 


rema c) del $ 64 è 
ù s s il t 
(86) log&() =log&(0) —log(«—1)—logP(>+1)+2logr+Ylog(1-4). 
a 
Ora si ha per una nota formola di Weierstrass (Cesàro — Analisi alge- 
brica, p. 487) 
(ce 
log (+1) à 
A 2 1 2a! s 1 


Dippiù è evidentemente 


d logZ(s) l.--L_iteeesaeania ( 3 A 

7 — —_ @———— loose e se ceo 1 ee 

o ds s s? log ide s ! ds Z [ s A ALE 2m 2 
m=i 


Per ottenere la desiderata espressione di /() non resta che sostituire questo 


. d log a 2 <A Ci. 5 > 
valore di ” - in (85) e valutare i singoli integrali che risultano. 


67. — Ora, lungo questa valutazione, si rinviene un’ altra grave lacuna. Non 
è difficile, seguendo questo passo dell'originale, rendersi conto dei risultati 


l 1 stoi x°d 
a og. f"* e eni 
Qriloga JRE a 
smi 
1 siti d loe(s— 1 e dr 
fis a L02452 ( s la) 
2riloge, ds s si loga 
o 


scri 


1 sesti co 1 1 LA) ) 
9A / pibdiars, a [Fre(i de =) = f oo STI ; 
2m/) 2m I ela —l)loge 


es d£ i = 
2milogae,.}. ds 
#0 i 


SERI Qusk 
ma non si riesce a giustificare in modo rigoroso l’altro 


ci er eli AGAIN È dI 2[ el --—)+1e(t-—)] 


si coi "Li ul (A st 


a [u(#)11s(4°)] 


(c) 


Riemann assicurò che, mediante una discussione più approfondita della fun- 
zione £(?), esso può ottenersi. Però dalla bozza d’ una lettera trovata fra le sue 
carte si apprende che il relativo sviluppo non era stato da lui condotto a tal grado 
di maturità da poterlo pubblicare. 

Con passaggi non sempre giustificati, ed alcuni difficilmente giustificabili, 
sì trovano dedotti tutti i precedenti risultati nel $ 3 della memoria di Gram ci- 
tata nel (IV, 25), e nel $ 11 del Capitolo XII dell’opera Bacamann — Zahlen- 
theorie-Zweiter Theil. Die analitische Zahlentheorie; però, se- 
guendo la via tracciata da Riemann, malgrado gli sforzi di molti valenti, i dubii 
non sono stati rimossi. Invece, per una strada fin dal principio totalmenie diversa, 
la formola più sotto indicata con (88) è stata recentemente stabilita in modo inap- 
puntabile; laonde io, riserbandomi di indicare nel Capitolo seguente la dimostra- 
zione rigorosa della formola (88), ammetto frattanto i soprascritti risultati e com- 
pio il resoconto della memoria di Riemann. Per mezzo di essi e della (87), la (85) 
sì muta in 


(88) srt frana +ui@)- Y [Li(e* ")+ Li(aÈ ha de 


la quale non differisce dalla celebre formola di Riemann che pel termine costante. 
In quest’ultima al posto di -- log2 si trova, per un lapsus calami, log (0). C'è chi 
opina che logé(0) sta scritto per equivoco invece di log [— &(0)], che equivale 
proprio a — log2. A ogni modo l’equivoco fu rilevato da GenoccHI nell’articolo 
bibliografico 

Formole per determinare quanti sono i numeri primi fino a 
un dato limite. Annali di matematica pura e applicata. '. III, p. 52, 1860. 

68. Considerazioni sulla natura delle varie parti costituenti il valore tro- 
vato per (e). Trasformazioni di von Mangoldt e Gram della parte disconti- 
nua. Altro modo di presentare la formola di Riemann in vista di futura esten- 
sione. — Per esaurire l'esposizione della memoria di Riemann non resta che de- 
durre il valore di /(#) per mezzo della /,(@); ma prima credo opportuna qualche 
riflessione per rendersi conto esatto della natura delle varie parti, che compongono 
il secondo membro della (88). 

Prescindendo dal termine costante — log 2, considero, per .: > e°, l'integrale, 
che figura come secondo termine, e osservo che l’ineguaglianza 2 (2°—1)> 2° es- 

Atti — Vol. XZ— Serie 22—N. 1. 13 


= i GRi= 
. C 1 È V5 x ” n - 
sendo verificata per 2 > Sa 0,8902, lo è certamente per 4 > e", ancorchè sia 


n=1; quindi 


a da 1 0 e 1 det 1 
fee Pa 


dunque detto integrale non cresce indetinitamente con x. 
La parte Li(z), variando con continuità, cresce indefinitamente con 7, in 


guisa che il limite del rapporto di essa a a è 1 (cfr. IV, 24, avg 
Per dare un'idea della natura dell'ultima parte 


mico 


scrivo questa serie sotto la forma 
dg ialoga Ilogo—ialo 
= Li (e* ogetialog: )+Li(6 oga—ia. pi 
(2 


Tenute poi presenti le generalità sugl’ integrali di funzioni di variabile com- 
plessa (Konisseraer — Ueber die Theorie der elliptischen Functionen, 
pag. 62 e seg.) il lettore richiami alla mente come possa farsi per stabilire che 
‘convenga intendere per Li(e”), quando w è una quantità complessa « + 20; vale 
a dire come possa definirsi per tutti i valori di w una funzione in modo unico, 
sicchè per tutti i valori reali positivi di w coincida colla già nota funzione Li(e*) 
e possegga inoltre il carattere d'una funzione intera. Operato un taglio nel piano 
della variabile complessa w lungo l’asse delle « da — co a 0, ristretta la varia- 
bile complessa nell’ interno del campo, che covrendo semplicemente il piano sia li- 
mitato ai due orli del taglio e indicato con %# un numero positivo si ha, se ® è 
positiva, 

: ; w es : 
Lien=jm f palese nici " 
—ht+w 
se » è negativa, 
1 l oe: | 
Lien=jm f eni i 


—h+w 


È : i A ; e” 
Liem)= jim} f Lae4 f'Lae]. 
h 


vd i] 


e se v è nulla, 


Da ciò si trae 


Lit dI Llogw+ialoga x iloga—ialoga > ti 
Li(24**)+1i(237*) )= tm Je La:+f" L as 


h=% bd 
+1 —loga4-ialoga Hi loge—ialoga 


—.99 = 


g+ai I, prec eutialoga doge eu—ialoga a 
(80) is; (e )+ Li (a? JE si dialoga «+ f' u—ialoge sa 


e, introducendo le funzioni trigonometriche in luogo delle esponenziali immagi- 
narie, 

I) , - 
Li(a3* RE Li (o n= | “el gen or(aloo) 508 (aloge) — i sen (aloge) PE 
. ° —0 


ud ialoga u—-ialoge 


doge ue” Iloge e 
2 cos(a log x) 1 #1 (aloga)? du + 2a loga. sen (a log: x) f' + (a logr0)? du 


Cambiando in questi ultimi integrali la variabile « nell’altra p legata ad « 
dalla relazione 


si ha finalmente 


;F \ È i+ai , gi = 
(90) 3jtie )+Li( )i 
QI 
Mazzone f pei ni 


x 


Questa trasformazione è qui riportata dalla memoria di von ManGoLDT di 
cui il titolo troverassi nel Capitolo IX, $ 76, e della quale parlerò a lungo. Detta 
trasformazione non ha bisogno di ritenere le « reali. 

Il Gram nel $ 3 della sua memoria da me citata in (IV, 25), supposte reali 
le a, esegue un’altra trasformazione, che conduce ad un risultato un poco diverso, 
ma che io trarrò dalla (89). 


Estendo l’integrale f = div ai perimetri dei due triangoli aventi rispettiva- 
mente per vertici le terne di punti 


—loga + oi, — 0 + jalog 2) 


| 


(7 loge + ialoga , 


Li 


1 I i 
(3loge— ialoge , 


vw|E 


loga — ci, — 0 jaloge) s 


e noto che, posto nero + isenw), l'integrale fe —dw nella ipotesi di # 
costante si riduce a 


Me [— sen(rsenw)-| /cos(rsenw)]dw , 


pe (E 


n: | t 3 
e perciò, se "= 0%, ed w varia da - ar, e poi dara il detto integrale 


-_ 


si riduce a zero: quindi le due eguaglianze risultanti sottratte l’ una dall’ altra 


dànno 
4 ; î ) 
Lioge suti 1 log e PA = l0gr_vi so logrtri 
=!0gr gutialoga du f* x e "a dui f e dti f e? PE 
u + ialoge ne u — ialoga a 1 : È, l P ; 
SPA : “n aloge > log 14) aloze > log x + vi 
donde tenendo presente la (89) si trae 
LEO aloge e? dlogr+vi aloga garogrsi 
—} Li(e*° )+ri(et* (—_il f dv — —— l: 
| ì, i ] i 
3 log2 + ri v 108% — vi 
e ponendo 
v= tloga 
sì trae 
Sr —_ti 
tigi pad: » 2 v E) 
—)Li(e 49)+1i(a°*)(=il f — | —- ae| 
p DI — ti E (03 DI = ti 
ee ti ( 1 ) he: 
be ta RR 
it (ab È is E Di È RI “5 Si sen(£log@) 
È, +0 “* LR 
e quindi infine 
2 > \Li(e Lila )t Li (e a ") (= Va x ti St) — sen(flog x) de , 


DAR. 


che è la formola di Gram. 

Ma sotto l’uno o l’altro aspetto che si considera questa parte di (2), non 
si sa per ora giudicare dell’ influenza di questo termine. Bisognerebbe aver cono- 
scenza più esatta delle radici per potere avere indizio sicuro del modo come esso 
varia al crescere di 7. Quello che è certo è che esso nasconde le discontinuità 
della funzione Y,(#), e perciò la serie non può essere uniformemente convergente. 

Qualche risultato di più recenti ricerche, che esporrò nel (X, 90, 92) viene 
per via indiretta a dar qualche lume sulla parte di /,(2) in ultimo considerata. 

Noto in fine, in vista d’una futura estensione (cfr. XI, 99), che è, come fa- 


cilmente si verifica 
ai 
di: e(a° SIE ISS ITTE =Z o ME: r+2m 


Zu )au (ST nie, ve fa. 
o r_ ET 


ni 24 ni 
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Se ora si ricorda ($ 63) che — 2w (per m=1,2,3,...) sono le radici reali di 
5(s)=0, come ai ne sono quelle non reali, e si conviene di indicare col 
ia c tutti gli zeri reali o no di &(s), la formola (88), osservato ancora che 
Ta è il valore di 5(0), si trasforma in 


(88) Fà (@) = log [— (0)] + Li(a) + % pi E dr , 
a 


dove la sommatoria è estesa a tutti gli 0 di &(s). Ricordando infine che 1 è il 
polo di &(s) si riscontra l’esattezza dell’asserzione fatta in principio del $ 63 che 
il polo e gli zeri di £(s) sono gli elementi analitici occorrenti a costruire la formola, 
che si aveva in mira. 

69. Funzione p(2) di Mébius. Deduzione di /(#). Valore di //(<) ricavato 
tenendo conto solo della parte continua di (7). Riduzione eseguita da Gram, 
alla forma più comoda di detto valore — La determinazione di /(#) si esegue 
agevolmente per mezzo dei fattori introdotti da Mé8rus (Ueber eine besondere 
Art von Umkehrung der Reihen, Crelle Journal fur d. r. u. a. M. Vol. IX, 
p. 105, 1832). 

Definiscasi la funzione p(#) eguale a + 1, allorchè n=1, oppure # è pro- 
dotto d'un numero pari di fattori primi tutti differenti; sia invece u(m)=— 1, 
allorchè tale numero di fattori primi è impari; e infine sia p(2)=0, quando » 
è divisibile per qualche quadrato diverso da 1. 

Confrontando questa definizione della funzione p.(n) colla regola di Cauchy 
per calcolare le somme delle potenze simili delle radici primitive dell’ equazione 
binomia 2° -1=0 (Trupr—Intorno alle equazioni binomie. Atti della R. 
Accademia delle Sc. fis. e mat. di Napoli. N. 43, vol. III, 1868) si scorge che la 
somma di dette radici primitive è proprio p(n). 

È facile dimostrare (cfr. Bacamanx — Zahlentheorie. II Th., Cap. XI, 
$ 1) che 

Mp(d.)=0 


se la somma si estende a tutti i divisori 4, di un numero » diverso da 1, com- 
presi i divisori 1 ed #. D'altronde questa eguaglianza è una conseguenza imme- 
diata della seconda definizione, giacchè Zp.(4,) esprime la somma di tutte le radici 
dell’equazione 7 —1=0. 
Posto ciò se fra due sistemi di funzioni X, ed Y, si hanno delle relazioni 


della forma 
Elia... 


SELLA LL. 
WedbetX 4 At - 
si deduce subito 


(91) X,= p(1)Y, + p(2)Y2 + p()Ya + 
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e analogamente possono trarsi X,, X,,-.., naturalmente supposto che le serie, di 


cui si tratta, siano convergenti. 
Posto 


VSS we SR, 
= ) ’ x, )» 
la (91) dà la desiderata funzione 


p(n) 
n 4 


1 1 1 = 1 3 1 KI 
(= fa — 3) 31) FIR) 7 Y 


Ed è questa la formola, che risolve il Migi capitale di queste ricerche, 
giacchè (e) equivale a 0(#) o a 0(2) dich , secondo che # non è, 0 è un numero 


primo. Invece di eseguire su f, l’ operazione indicata nell'ultima eguaglianza si 
può operare separatamente su ciascuna parte del secondo membro di (88). 
Operando sul termine — log 2, in virtù dell’ eguaglianza (93), di cui fra 
poco parlerò, si ha per risultato zero. 
Il termine Li(z) fornisce 


4 4 4 
(92) Li (2) — 3 Lie) —3 Li(a*)—... cioè Y Rea) Li(a”). 


In quanto a ciò che rimane non si sa semplificare l’ espressione, che se ne 
deduce, nè valutare convenientemente i limiti fra cui questa varia; ma basandosi 
sul confronto frai risultati ottenuti coi metodi esposti nei Capitoli I e II coi va- 
lori della espressione (92), si ritiene che questa fornisca un valore approssimato 
di /(x) o 0(«) tale che la deviazione di esso da 0(z) sia di ordine di grandezza 


non superiore a quello di °, comunque piccolo sia il numero positivo c: ma 
ciò non può dirsi ancora rigorosamente dimostrato (cfr. IX, $ 88 a 91). 
70.— Il Gram a pag. 30 della memoria più volte citata (IV, 25) trasforma 
tale valore approssimato in un altro più comodo pel calcolo numerico. 
A tale scopo occorre fare uso delle due eguaglianze 


(93) xo 
(94) xl gna È 


n=l 


Queste furono date, senza dimostrazioni rigorose, la prima da EuLERo (Intro- 
ductio in analysis infinitorum, t. I, p. 229-1748), la seconda da Mésrus 
nell'articolo citato al $ precedente. Attualmente esse sono state provate con tutto il 
rigore, ma alquanto laboriosamente. Io pel momento le giustifico, ammettendo, come 


— 108%+ 
solea farsi, la uniforme convergenza delle due serie 


n=zi 


n=1 


in un intervallo comprendente il punto 1, riserbandomi di ritornare più sotto (X, 
98) sull’argomento, e dare allora un cenno dei ragionamenti più soddisfacenti. 


Ciò premesso moltiplico le due serie £(s) e Y a c 


della parte comune ai loro rispettivi campi di convergenza, in cui, come si sa, 
questa è assoluta, ed ottengo 


3) . x pla) y ed) _ 1 (869). 


n=1 


ossia 


(95) 
Se si fa tendere s ad 1, sì ricava dunque 


(92) x Mo. 


n=l 


Ciò premesso dalla (95) si ha che, se si pone 


k 
(06) sO Lun, 


n, è tale che limn,=0. 
k=z% 


Ora 


Hi) pla) e—(s—1)logn — Rea) [1— (s— 1)logm.e_*loen] , 0<e<1, 


dunque la (96) diventa 


nyte De) log n . e? s(s_1}logn = — A LL (n) 


e passando al limite per 4 = 0 


— 1) Do Be n.etc'(s_)logn — —— 


ZoÈ 


ME 
dividendo per — (s— 1), passando al limite per s=1, e ricordando che 


lim (s— 1) £(s)= 1 (S 60), 
sì ha 


(94) » eo) loga = —1 (cfr. $ 72). 


n= 


Partendo ora dal noto sviluppo (Srorz — Grundzige der Diff. und In 
tegralrechnung. I, p. 274) 


; 4 loga (logo)? . (loga)? 
Li(e)= ++ loglogo + arte n ite 


sì trae 


x - È = loga © i 
e D'OLiw= (0402100) EER gn ppEE ge. 


n=4 n=l n=i 


e questa per le (93), (94), (95) diventa 


o 


log (log x)? (log x)? 


pla) i 
n TT nta ata tn 


DA 3 


n 


dunque come formola d’approssimazione per la funzione (4) può ritenersi 


log (log)? (log x)? 


se A=ItT alta 


La formola, che s’ottiene eguagliando /(7) alla espressione (92), o la equi- 
valente (98), è già stata da me chiamata formola di Riemann-Gram; dicendo. 
formola di Riemann senz’altro, intendo alludere alla (88). 

Pel calcolo numerico mediante la (98) occorrono i valori della funzione &(s) 
per s=2,3,4,.... Questi sono forniti dalla nota 


Smeurses — Table des valeurs des sommes Yn*— Acta Hathemati- 
ca. T. X, p. 299, 1887. | dor i 
In essa si dànno i valori di &(2), (3), ..., (70) con 32 decimali. Parlando 
della tabella numerica, e del diagramma, che si trovano in fine del presente la- 
voro (V, 37 e 38), ho illustrato numericamente e graficamente la formola di Rie- 
mann-Gram e ho discorso della preminenza di essa per la valutazione della tota- 
lità dei numeri primi fino a un limite assegnato. 
71. Considerazioni sul risultato della memoria di Riemann. Calcolazione 
delle radici di 2(7). Trasformazione eseguita da Phragmèn della formola di Rie- 
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mann per /,(«) allo scopo di agevolare i computi numerici. — Conchiudendo 
dunque, la memoria di Riemann colle aggiunte, che finora sono andato esponen - 
do, sebbene lasci ancora desiderare il complemento di dimostrazioni rigorose in 
qualche punto: 

1° rinviene un complesso di enti analitici, per mezzo dei quali è possibile 
di dare un'espressione esatta di (x) (vale a dire in fondo di 6(7)), il che prima 
non era stato fatto; 

2° mette in evidenza il termine Li(«), del quale sarà poi dimostrato il pre- 
dominio in 68(#), vantaggio, che non offrono altre soluzioni della quistione pro- 
poste in seguito in luogo di quella di Riemann (cfr. Cap. XII); 

8° fornisce un valore approssimato, la cui deviazione è minore di quella di 
tutte le precedenti formole analoghe. 

L'uso del valore esatto, nei computi numerici, sembra quasi impossibile per 
due ragioni. La prima è la enorme difficoltà della calcolazione delle radici x del- 
l’equazione É(#)=0. Essa ha prima occupati JensEN e SriELTIES, e poi è stata 
ripresa da Gram, il quale nella 

Note sur le calcul de la fonction &(s) de Riemann. Bulletin de l Ace- 
démie Royal des sciences et des lettres de Danemark pour lanné 1895, p. 303, 
dà un cenno del metodo tenuto. Egli è partito dalla eguaglianza ($ 64, e)) 


MERITI TIE. VO RNOT IRE, 
log&w=logé0)— > X3-5Ya-3Ia_-- 


ed ha osservato che i coefficienti di questa serie possono, se conosciuti, servire alla 
determinazione della «. Giovandosi delle calcolazioni precedenti di Stieltjes e Jen- 
sen egli è pervenuto a calcolare con venti decimali i detti coefficienti fino a quelli 
di #'', e da essi ha dedotto 


debbo ,0a,==208 a, =201, 


ma non può aversi fiducia nelle ultime due cifre. 

Queste calcolazioni possono servire più per dare delle notizie e una guida utile 
per lo studio teorico delle funzioni É(#) e &(s), che pel computo di /(@). giacchè 
(ed è questa ia seconda delle ragioni, di cui poc'anzi si parlava), se anche si co- 
noscesse un certo numero di radici x, la serie che figura in (88) varia sì forte- 
mente da un termine al successivo, che lo stesso Gram, a pag. 107 della sua me- 
moria premiata, non ritenne probabile potersi calcolare approssimativamente ia 
somma della serie mediante un certo numero di termini. 

Non pertanto il ParaGMmÈèN nella memoria citata verso la fine del $ 65 si oc- 
cupa del modo come possano essere agevolate le calcolazioni numeriche indicate 
dalla formola (88). 

Date notizie circa le tavole esistenti della fanzione Li(«), e fatte alcune sa- 
gaci osservazioni, trova una via, per la quale si possa ottenere nel modo più sem - 
plice una tavola pel logaritmo integrale, che soddisfi alle esigenze, che prima ba 
analizzate. i 
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Introdotte poi le due funzioni 
. 


@(R,«)= valor principale di i a de oe =f € na fa 
° LI 
bem.) 


n 


mostra come queste potrebbero essere calcolate pure per mezzo di tavole, e nota 
che 
> (SCIYI\— y ) : ( Y i 
Lie)=e(L.0)+iv(Li); 


e quindi la formola (88), nella ipotesi che le radici « siano tutte reali ($ 64, 5)) 
può trasformarsi in 


(88°) nei) — Neto, sg Tage 


Termino col notare che alla formola (2) = a /,(@) si fa l'appunto che 


occorre conoscere la funzione p(n) per ciascun intero. Or la definizione di questa 
funzione presuppone la decomposizione di n in fattori primi. Si contravviene così 
alla esigenza di non richiedere la preventiva conoscenza dei numeri primi. A ciò 
può rispondersi che non è escluso potere esistere un procedimento agevole, che per- 
metta di calcolare la funzione w(2) senza bisogno della decomposizione di 2 in fat- 
tori primi (cfr. $ 69). Poi che il numero delle funzioni p, di cui si ha bisogno, 


E ì 3 9 a , 
è sempre molto piccolo rispetto ad 2, giacchè Ka (Ch ), dopo un certo valore di @, fi- 
nisce per annullarsi, il i numeri, della cui decomposizione si ha bisogno, non 
sono molti a paragone di %. 


72. Proposizione empirica di Mertens relativa alla funzione Y,n.(m). — Nella 
nota m=l 

Merrens — Ueber eine zahlentheoretische Function. Sitzungsberichte 
der K. Ahademie der Wissenschaften in Wien. Math. Nat. Classe. Vol. CVI, pag. 
761, 1897, 


è inserita una tavola contenente i valori numerici della funzione Y} p(m) da n=1 
m=1 

fino ad 2= 10000. La ispezione di questa tavola induce a conchiudere empirica- 
mente la proposizione che, supposto » >1, la suddetta funzione si mantiene sem- 
pre al di sotto di Vn 

L'autore però osserva che la dimostrazione generale di questa proprietà pre- 
senta, pur troppo, difficoltà quasi insormontabili. 

Una conferma di questa proposizione si trova nella nota 

DAUBLEBSKYy v. STERNECK — Empirische Untersuchung iber den Ver- 
lauf zalhentheoretische Function Ypw)im Intervalle von 0 bis 150000. 


ra=1 
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Stitzungsberichte der K. Ahbademie der Wissenschaften in Wien. Math. Nat. Classe. 
Vol. CVI, pag. 835. 1897, 
la quale, oltre la tavola molto più estesa, presenta un diagramma, che rende ap- 
pariscente il verificarsi della proprietà su enunciata. 
Il Mertens inoltre fa vedere come varii teoremi importanti, di cui nei capi- 
toli seguenti terrò parola, sono conseguenze della proposizione sperimentalmente 


È STO) te 
dedotta. Così mostra che gl log % differisce da — 1 per una grandezza di or- 


k=1 

dine non superiore a quello di n° * log n; donde segue l’eguaglianza (94). Gli al- 
tri teoremi li noterò man mano s‘andranno presentando (cfr. IX, 77; X. 85, 91). 

753. Qualche altra funzione analoga alla p(n). Teoremi di Bugajef e di Syl- 
vester. — La funzione p.(#) richiama alla mente altre analoghe funzioni numeri- 
che, che pure hanno relazione colla funzione 9 (4). Per esempio, chiamato @(%) 
il numero dei fattori primi diversi contenuti in 2, sia definita la funzione «(r) 
dalle seguenti equazioni 


ati)=0 , afa)=0, 


se n ha almeno un fattore primo ad una potenza superiore alla seconda, o almeno 
due fattori primi ad una potenza superiore alla prima; 


a(n) =(— He 7 
se 2 contiene un fattore primo alla seconda potenza; e infine 
a(n)=(- 1)" a(2), 


se x non è divisibile per nessun quadrato, eccetto 1. 
E facile riconoscere che Y «(4,), dove la somma è estesa a tutti i divisori 


d, del numero #, è eguale ad 1 o a 0, secondo che % è primo o no. Ciò posto 
si ha 


y E(2)a(0) =Ya(4,)+ Yad) +-.-+a(d,) = Mn) - 


e=l 


La eguaglianza ricavata 


Sa) = y E (2) a(%) 


e=l 


esprime un teorema di Bucaser, che, insieme ad altro, ha dato poi occasione a 
teoremi della stessa specie, ma più generali enunciati da GEGENBAUER nelle note: 
Ueber Primzahlen, e Zahlentheoretische Notiz. Sitzungsberichte der 
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K. Akademie der Wissenschaften in Wien. Math. Nat. Classe. Vol. XCIV, pag. 903, 
1886 e vol. XCVII, pag. 420, 1889. i 

Mi limito a questo cenno, giacchè l’aumento del numero delle funzioni nu- 
meriche introdotte, e la maggiore generalità non conferiscono all'efficacia dei teo- 
remi in queste note registrati. 

Credo però bene soggiungere che nella recente nota: 

Gecensauer — Bemerkung iber einen die Anzahl der Primzabhlen 
eines bestimmten Intervalles betreffenden Satz des Herrn J. J. Syl- 
vester. Monatshefte fur Mathem. und Phys. Vol. X, pag. 370, 1899, 
si mostra come in una relazione più generale data dall'autore rientra il seguente 
teorema comunicato da SyLvesTeR senza dimostrazione : 

Indichi H(a) il numero a quando la frazione vera contenuta in questo nume- 


l 
ro è DRG în caso contrario H(x) indichi «l numero intero più prossimo ada, al- 


lora la totalità dei numeri primi più grandi di m, € se piccoli di 2m, è data dal 
massimo intero contenuto nella somma 


Y H(2)p (2) i bi > 


dove la sommatoria ra estesa a tutti gl interi x compresi nel campo costituito del- 
Pumità e da quegl interi non superiori a 2m, che son prodotti di fattori primi non 
superiori a V2m. 


CAPITOLO IX. 


74. Lavori pubblicati per colmare le lacune lasciate da Riemann. Genere 
di é(7) considerata come funzione di #*° secondo Hadamard, von Schaper, e Bo- 
rel. Esistenza delle radici x. — Come ho esposto nel (VIII, 64, 67) la memoria 
di Riemann contiene varii enunciati senza prova sufficiente. Più lavori sono stati 
scritti per colmare queste lacune. 

In quanto alle proposizioni del $ 64 dai pochi cenni dell’originale si racco- 
glie che il pensiero di Riemann era che, stabilita la proposizione 4), da essa 
fosse da trasi la c). Egli dichiara poi la 8) pes: per lo scopo immediato della 
memoria, cioè per la determinazione di ,/, (2) ed F(2) 

A stabilire la continuità dei ragionamenti in RIESO punto provvide in pri- 
ma il lavoro originariamente presentato e premiato al concorso del 1892 dell’Ac- 
cademia delle scienze di Parigi, e poscia riprodotto dall'autore sotto il titolo: 

Hapamaro — Etude sur les propriétés des fonctions entières et en 
particulier d'une fonction considerée par Riemann. Journal de mathé- 
matgues pures et appliguées. IV série, t. IX, p. 171, 1893. 

In essa l’autore giunge a provar direttamente la proposizione e), sicchè an- 
che la 4) è resa non necessaria per la deduzione della formola riemanniana. 
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Come il titolo stesso lo indica buona parte del lavoro di Hadamard è un ca- 
pitolo di Analisi, in cui son trattate proprietà molto generali delle funzioni ana- 
litiche non ammettenti nessuna singolarità a distanza finita, cioè a dire delle fun- 


zioni intere. Nelle ultime sei pagine si applicano alcuni dei risultati ottenuti alla 
funzione £. 


Più tardi il von ScHaPER nel lavoro 

Ueber die Theorie der Hadamard’schen Funktionen und ihre 
Anwendung auf das Problem der Primzahlen. /naugura!l- Disserta- 
non cur Erlangung der Doktorwurde der Universitit zu Gottingen, 1898, 
eil BoreL in varii lavori, e segnatamente nelle sue 

Lecons sur les fonctions entières. Paris, 1900, 
restringendosi alle funzioni di genere finito, e avendo principalmente in mira ciò 
che è necessario per dimostrare la proposizione c), riuscirono a rendere più di- 
retta e semplice la via. 

Io quindi, seguendo i due ultimi autori, della teoria delle funzioni intere ri- 
ferisco le definizioni, e gli enunciati, che è indispensabile ben percepire. Espongo 
poi, lievemente modificandola, la dimostrazione del teorema c), che si legge nella 
dissertazione di von Schaper. 

Siano 4,,4,,4,,... numeri complessi, i cui moduli formino una successione 
non decrescente, e che tenda all’ infinito, potendo parecchi consecutivi di questi 
numeri complessi essere eguali fra loro. 

Supponiamo dippiù siano essi stati dati in modo che esista un numero in- 


ta PA URI A Pea 
tero 4 + 1 tale che la serie Y Tappi Sia convergente, e sia inoltre X + 1 il più 
y=l x 


piccolo intero, per cui questo accada. 
Formiamo il prodotto infinito assolutamente, ed uniformemente convergente 


si ate Ce lie. 
G(2)= ][ (i 7) 2a kak, 
dy 
y=l 
Qualunque funzione intera F(:), che abbia per zeri 4,,4,,4,,... deve es- 


sere della forma e*G(z), in cui H(z) è anch’essa una funzione intera, che può 
in particolare essere anche un polinomio. Supponiamo che questo avvenga, e sia 
q il grado di H(e). 

In tali ipotesi il più grande p frai due numeri 9 e % è stato denominato da- 
gli autori francesi il genere della funzione F(z), la quale, così come s’ è fatta 
nascere, costituisce la classe delle funzioni intere di genere finito. 

Secondo von Schaper, p è chiamato l’a/tezza di F(), e le funzioni di genere 
finito son dette funzioni di Hadamard. 

Se H() non si riduce ad un polinomio, oppure se gli zeri 4, di una fun- 
zione intera, comunque assegnata, sono tali che non esista il numero #4 +1 ca- 
ratterizzato dalla proprietà sopra indicata, si dirà che la funzione è di genere in- 
finito. Qui basta limitarsi a considerare le funzioni di genere finito. 
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Il numero p individuato dalla proprietà che, assegnato il mumero positivo e 


(ce) 


- : Il : a 1 : È 
comunque piccolo, la serie Y} Ta sia convergente, mentre Z ja sla diver- 
Vi 


gente è chiamato esponente di convergenza della successione dei moduli |@y], 0 


anche ordine reale della funzione F(2). 
Inoltre è da considerarsi il numero e definito dalla seguente proprietà: 
Comunque piccolo sia assegnato il numero positivo e, da un certo valore di 


1z', in poi sì abbia sempre 
ef 
Fico, 


mentre esistano infiniti punti arbitrariamente lontani, tali che si abbia in essi 


DS ai 


Questo numero e, che non può essere sorpassato dall'ordine reale p, è chia- 
mato da Borel ordine apparente di F(2). Da von Schaper l’anzidetta proprietà del 
numero o è enunciata dicendo che F(z) è del tipo el?i°. 

Poste queste definizioni menziono alcuni risultati, che si raccolgono dallo 
studio dei due lavori ultimamente citati: 

II genere p non può sorpassare l'ordine apparente ce. 

Questa proposizione basta per lo scopo, che qui ho in vista: nonpertanto sarà 
bene enunciare più precisamente le relazioni, che hanno fra loro i numeri p, 9, 
e ,p. Esse sono espresse dagli enunciati: 

Se l'ordine apparente 3 non è intero, l'esponente di convergenza p è equale a 
c, e è genere p equaglia K(c). 

Se l ordine apparente o è intero, il genere p è equale a o oppure a o— 1. 
Questo ultimo caso si avvera allora, e solo allora quando qfSo— 1, e contempo- 

A 


raneamente > 


v=l 
L'ordine apparente a è equale al più grande dei due numeri q e p. 
75. — Passo ora a dimostrare la proposizione. 
Za funzione intera pari di t 


du 


? i 
as convergente 


(81) et Da (3) 
rispetto a +?. è di genere zero, essendo s=l + ti. 
+ nt 
Evidentemente la serie, uniformemente convergente per RS) >ed>ÙO, siii ui 
è legata a £(s) della relazione n=i 


(99) rr =(1- TT CA), 


fees. 


D'altra parte, in virtù dell'espressione di F(s) per mezzo dell’ integrale eule- 
riano, si ha 


1 as 1 PS =nx _s-l 
o Pin 
li] 


dunque 


x (— cia I ES Pi Data 
n Geo ls) \ 1 E e IL deo 
(1) 


n=1 


Dal paragone di questa con (99) si trae 


l FASE anti gd 
reali da . 


Per mezzo di questo valore di &(s), e della nota formola relativa alla fun- 
zione I 


la (81) si trasforma in 


È dA. A (o e) x 
(100) g&)= ale Pali > —_f e degli: 
4 r "h, 


t-pe" 


Posto t= re, esamino il modo di comportarsi di |É(@)| al crescere in- 
definitamente di r. Poichè s=p+ti=j—rsen9 + ircosg, e s'è poc’ anzi 
supposto essere &(s) >0, il punto rappresentato dalla variabile complessa # si 
deve allontanare in modo che — —7seng si serba positivo. Basterà supporre che 


z 2 È 3 e 1 - 
seng si serbi nullo o negativo, così sarà sempre RZ, e il punto rappre- 
sentato da # si allontanerà restando nel mezzo piano al disotto dell’ asse delle # 
reali. Si vedrà poi subito come la conchiusione vada estesa, se 7 si muove nel- 
l’altro mezzo piano. 
Essendo 


aa ” 2 î = - —rsen n 
De 1) poi — 1*sen99 , | es |= ai senp )logr 


1 
het 


Tea RIA Ch + A. SEPE NI °°? sen? + (10089 log2) 


Cs PE} 
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per » sufficientemente grande sì finirà per aver sempre 
[s(c—-1) 2 _1 


È È 
A rs een 


(101) 


per piccolo che sia e. 
Nella nota formola di Wejerstrass 


ce: CA 
nu; 


1 La 2 
ee RI Aoa 
Tassalisa I +,47) 
SILA 1 Li 3 . 
rimpiazzando # con = 5 ti, e poi successivamente ponendo 


1 i G_—<s g 4n:1-3\: Sega 1 "a 
iaia - Elo ata EA TTESITE Rn 


dopo essersi assicurato della convergenza di tali serie, si ottiene 


L’ordine apparente della funzione intera di /. che figura al secondo membro 
risultando evidentemente 1, si avrà per 7 sufficientemente grande 0 


l pl+e! 
(102) E) <e A 
) 
comunque piccolo sia e”. 
Infine 
i Dei Si 1 cisons — . 
if ] pere sf en 2) e "(3 _ rseng) <N(3 fi ») I, 
0 0 


. PIRSÈ : RR 7 ? rlog(44+r) . 
Ora in virtù della. serie di Stirling si sa che e * ‘è un valore assinto- 


tico di r(2 + r); quindi per 7 sufficientemente grande si finirà per avere 


0 °° 
fi ada Li ere” È 
L A 


(103) Ì va Pci 


essendo «' piccolo ad arbitrio. 
Da (100), (101), (102), (103) si ricava che, da un certo valore di 7 in poi, 
e per e piccolo quanto si voglia, si avrà 


(104) 1É(9) | <elni?", 
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Essendo &(?) una funzione pari di #, i valori che essa assume nei puuti del 
semipiano, in cui R{s)> 5 SONO identici ai valori, che assume nei punti sim- 
metrici rispetto al punto s=3: Quindi la (104) è valida in tutto il piano. 

Da essa si raccoglie che l'ordine apparente di É(f) rispetto a #* non può su- 


perare >; € quindi il genere è zero, il che era da dimostrarsi. 


L'assenza dei fattori esponenziali nello sviluppo di 3(?) in fattori primarii, ac- 
certa della esistenza delle radici di £&(#); lo sviluppo di &(#) secondo le potenze 
ascendenti di #* (che si ricava da una delle espressioni (80) rimpiazzando il co- 
seno col suo sviluppo) dando luogo a una serie infinita, assicura che queste radici 
non sono in numero finito (cfr. $ 64). 

76. Circa il numero delle radici di &, la cui parte reale sia compresa fra 
0 e un numero positivo T molto grande, secondo Hadamard, e von Mangoldt.— 
Oltre a ciò, da considerazioni fatte circa la deduzione della legge di crescenza delle 
radici da quella dei coefficienti dello sviluppo della funzione intera. Hadamard, 
trae che 


1 v È di ni . npredinet* sa 
Il rapporto —— —— resta finito, e Wl suo lumite superiore per v infinito è com- 
Og v 


preso fra -— ed'—-. 


Di qui risulta che il numero delle radici, la cui parte reale sia compresa 
fra 0 e un numero positivo T molto grande, è dell’ordine del prodotto T log T. 

Questa conclusione dedotta in modo, che pur qualche dubio resta, non giunge 
a provare la proposizione 4) di Riemann, giacchè paragonata alla formola ivi data, 


È ; À 3 TA: 3 
non costata in questa l’esattezza nè del coefficiente - di TlogT, nè quella del 


termine consecutivo in T. 
| La proposizione 4) si trova ineccepibilmente stabilita nella prima parte della 
memoria : 
von MancoLot — Zu Riemanns Abhandliung « Ueber di Anzahl 
der Primzahlen unter einer gegebenen Grenze ». Crelle Journal fur 
die r. u. a. M. Bd. CXIV, p. 255, 1896. 
In questa dopo lunghe calcolazioni e ingegnose considerazioni si arrivano a 
porre in sodo i risultati: 
1.° Z’equazione &(t)=0 non ammette nessuna radice, la cui parte reale, 
presa in valore assoluto, sia £12. 
2.° Per tutti i valori del numero reale T, superiori a 12, i numero delle 
radici dell'equazione E(6)=0, Ze cui parti reali sono posttive, e non più grandi di 
T, è rappresentato dall'espressione 
Falatosr i ++ + n[084{logT)? + 1,35log 1 + 1,33] , 


en “2 2 


dove ‘a indica un numero compreso fra —1 e +1. e dove, allorchè si presentano 
radici multiple, ciascuna è contata per tante umità quante ne contiene il suo ordine 
di multiplicità. 

AtTI — Vol. XI— Serie 2"-N0 1, 15 


cui 
3° Z'equazione Et) —=0 2mmette almeno una radice, la cui parte reale è 
compresa fra 0 e 53 (cfr. VII, 71). 
Queste proprietà, per quanto importanti per lo studio della funzione $(t), 
per la calcolazione delle sue radici, non occorrono, come s° è osservato nel S74, 
per dedurre lo sviluppo 


2 =500) JI (- a 


e quindi la formola (88). Ecco perchè stimo opportuno limitarmi a questo cenno. 

La proposizione e) trovasi anche dedotta. come caso particolare, nelle recenti 
ricerche: 

Bore — Sur les zéros des fonctions entières. Acta Mathematica. 
Vol. XX, p. 395, 1897. 

Riguarda pure gli enunciati 4) e e) la nota 

FraneL — Sur la fonction é(7) de Riemann, et son application 
à l’arithmétique. Zestsehrift der naturforschenden Gesellschaft in Zirich- 
Vierteljahrsschrift. Jahrgang XLI; Zweiter Theil, p. 7, 1896. 

In essa si cerca di giungere al risultato finale sviluppando più da vicino il 
pensiero di Riemann; ma, pur prescindendo da qualche dubio, che lasciano i ra- 
gionamenti, essi sono fondati sulla proposizione 4), che rimane non ancora pro- 
vata. 

77. Realità delle radici « secondo Stieltjes, Mertens e Jensen. — Relativa- 
mente a questo enunciato 5) va letta la breve nota: 

SrieLtJes — Sur une fonction uniforme. Comptes rendus des s. d. PA. 

LTAGL, P. 153, 1885. 

Sia essa si osserva che la proposizione riuscirebbe provata, dimostrato sù sì 


(n) 
fosse che la serie DI i è convergente, e definisce una ina analitica fin 


n=l 


quando Rs) > da Imperocchè, se questo fosse accertato, s’avrebbe (cfr. VIII, 70) 


In conseguenza £(s) non potrebbe annullarsi allorchè R)>T . Non po- 


trebbe esistere una radice s' di £(s) con R(s)<I, giacchè in virtà della re- 
lazione funzionale di Schlòmilch (cfr. VIII, 62) s' avrebbe 2(1—s)=0, il che 
non potrebbe avvenire giacchè R(1 — M>ri e per conseguenza tutte le radici 


non reali di Z(s) dovrebbero aver la forma ha + di con 5 reale. 


v 
Però lo Stieltjes asserisce d’essere in possesso della convergenza suenunciata, 
ma tale dimostrazione l’autore, omai defunto, non l’ ha pubblicata. 
Il Mertens nella nota citata nel (VIII, 73) mostra come la convergenza in 
quistione può dedursi quale conseguenza della sua proposizione empirica. 


Ha fatto risorgere la speranze di avere fra non molto una dimostrazisne della 
proposizione è) la nota 

JENSEN — Sur un nouvel et important théorème de la théorie des 
fonctions. Acta Mathematica. Vol. XXII, p. 359, 1899. 

In essa l’autore considera una funzione meromorfa in una regione del piano, 
che contiene nel suo interno il punto c =0, nel quale la funzione non sia nè 
zero, nè infinita. Siano poi @,.4,,...,@, tutti gli zeri, e 4,,0,....,b_ tutti i 
poli della funzione situati all’ interno, o sulla circonferenza d'un circolo | 2] = 
compreso tutto nella regione assegnata : di questi zeri. e di questi poli ciascuno 
va contato tante volte quante l’ indica il suo grado di multiplicità. 

Con tali notazioni il teorema, cui egli perviene mediante semplicissima di- 
mostrazione, è espresso dalla eguaglianza 


Ì 


2 
La 


727 6 pn i; 
ifanc9\RA — = fi} - DIR: IL 

f leg | /(re"*)|d0 = log[f(0)|+log ——____=". 
{2,A4,...04 Î 


ni 


o 


Se /(z) è una funzione intera, sì può scegliere # grande quanto piace. e, sup- 
posto che non vi siano zeri all’interno del cerchio, il secondo membro dell'ultima 
eguaglianza si riduce al suo primo termine, che è costante. Si ha così un cri- 
terio prezioso per decidere sull’ assenza di radici di una funzione intera all’ in- 
terno d’un cerchio. In fine della nota l’autore annunzia che mediante ie sue ri- 
cerche sulle serie di Dirichlet, e applicando il precedente teorema è riuscito a pro- 
vare che la funzione £(?) non ha zeri in un qualunque cerchio avente il centro 
al finito sull'asse immaginario e passante per l'origine: il che equivale ad af- 
fermare che tutte le radici di &(?) sono reali. Ma si riserva di far conoscere la 
dimostrazione annunziata, dopo che avrà terminata la redazione d’una memoria 
sulle funzioni numeriche. Soggiunge che ivi egli dedurrà per la funzione 3(%) 
la formola 


n 


1 LI 
n) = logv Pas 
v=i 


essendo 
= lim | Pa Lasa 


esi Wal: 


e non essendo d'altra parte p, d’un ordine più piccolo di Va (cfr. l’enunciato di 
Dirichlet, III, 18 e V, 30). 

78. Dimostrazione rigorosa della formola di Riemann data da von Man- 
goldt. Dissertazione di Piltz. — Vengo ora alla lacuna più grave della memoria 
di Riemann indicata nel (VIII, 67). Questa resterebbe colmata, dimostrando che 


la serie 
2fu(**)+u(3*)|. 


per l'ordinamento delle « specificato nel (VIII, 64), converge, ed ha per somma 
quella indicata da Riemann. 


= 9 (e> 0) ’ 
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Però il vow MangoLpr, nella seconda parte della memoria citata a $ 76, 
prende le mosse da ben più lontano, sicchè riesce a provare la formola (88) per 
una via totalmente diversa da quella tracciata da Riemann. 

A riassumere questa importantissima investigazione nella forma più breve, 
comincerò col dare le definizioni di alcune funzioni, che conviene preliminar- 
mente introdurre, e mi limiterò ad enunciare alcune proprietà fondamentali. Po- 
scia definita una funzione 9(2,7), la quale pel valore 0 di r si riduce alla fun- 
zione /(2) di Riemann, esporrò nei suoi particolari il ragionamento per mezzo 
del quale, si deduce una formola, che esibisce il valore della g(x,7); in questa 
formola, ponendo = 0, si trarrà come caso speciale quella di Riemann. 

a) Definizione della funzione L(n). Sia n un numero intero, che può pren- 
dere tutti i valori positivi, il simbolo L(n) indicherà una funzione di definita 
dalle tre seguenti equazioni 


LOY}=@ SA) =0, 
se » ammette almeno due fattori primi differenti ; 
L(n)=logp, se n="pt , 


p indicando, come al solito, un numero primo 
5) Definizione della funzione A(x ,p). Siano # e p due numeri reali, e sia 
x>1. Col simbolo A(#, e) si indichi una funzione definita dall’eguaglianza 


0 L(n) 
A(e CU) p}= > “np , 


n=zi 
se 2 non è potenza intera d’un numero primo; e invece dall'altra 


Ln) 1L() 
i Ar 


nai 


se 7 è potenza intera d'un numero primo. 
c) Definizione delle funzioni Wy(x ,p). Le funzioni Wy(@,p) sono quelle 
costruite per mezzo delle radici «, (cfr. VIII, 64) mediante la formola 


1 
2( -3) i (P—5)cos(0,1082) — a,sen(a, log) 
w ddr 2 tari 2 
LI 2 
N (2) +5 
(ve=1,878). 


n 


4) Teorema. Allorchè i termini della serie Y} W,(,p) sono ordinati se- 
v=I 


condo la successione dei valori crescenti dell’ indice v, questa serie è convergente 
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per tutti i valori reali di p, e per tutti i valori reali positivi di 2, e allorchè 
x>1, la sua somma è rappresentata dalla espressione 


l-e'? 1 1 O e+ 2a" 
— A(c,p)+ PA era 
n=1 


dove C è la costante d’Eulero, e dove nel caso che un valor particolare di p faccia 

ARRONE CEST me . pP+2QnaP-" 

assumere al termine —__,0 ad un termine ——_—_—__ 
p—l 2n(p + 2a) 


forma indeterminata (a, questi termini saranno rimpiazzati rispettivamente dai 


della sommatoria, la 


«AR î È Il 
valori limiti corrispondenti log 4, — 10g 2. 
Questo teorema fornisce per la funzione A(4,) la formola 
1- e? 1 l TESS 


(- 5) (72 

aloni — SI ii ;' 

ZI a nr 2 (p + 2n) IW,(c,p) 
n= v=1 


(1053) Ar, p= 


e) Teorema. La serie Y} W,(2,p) può essere rappresentata come somma di 


y=l 


due parti, delle quali una 


} l\ —-+4+ 
pr = Sila 2 ox 
2( Na lacca Pon cos(a,log x) (e 3)? nen (ay log) 
aziona 3: 


2 TIRI 7 AS TIE 
e «er 
per tutti i valori positivi di 4 converge assolutamente ed uniformemente, mentre 
‘ l’altra 


1 i 
A - fra x sen (a, log a) 
& 


v 


p= 


(e) 

3 Masa È a sen(a,loga 

risulta dalla moltiplicazione della serie convergente non uniformemente Y} ORO) 
y=l L 


per un fattore, che è una funzione continua di . 


#f) Quando invece nella serie YW,(4,) si considera p come variabile, e 
y=l 
si dà a 2 un qualunque valore determinato superiore ad 1, si potrà considerare 
la detta serie come somma delle parti 
1\° +} 
(e) p cir" x 
a, — 2% sen (a, log) 


NS I aa 
ai Fw si dh : pe cos(a,loga) ( x nl Ras i x I 3 DS x so] 


& ii) Y sen(a,log x) 


il . 


VI 


Sd 


Sicchè, dovendo integrare la funzione di g rappresentata dalla serie Y}W,(2,), 


v=i 


si può, anche quando l'intervallo si estenda all’ 0, procedere all’ integrazione di 
ciascun termine delle serie, che figurano come soledità e terza delle parti poc'anzi 
scritte. La prima sarà integrata dopo aver sostituita ad essa la somma della se- 
rie, che vi agi e l’ultima lo sarà mediante l’ osservazione che essa è s) 


prodotto di Pi per una funzione indipendente da p. 
79. — Ciò premesso si introduca una nuova funzione g(z,7) caratterizzata 


dalle seguenti proprietà : 
Se 7 non è nè un numero primo, nè una potenza intera d'un numero primo 


sia 


cioè ($ 78, @)] 


Se poi 7 è un numero primo, o una potenza intera d'un numero primo, sia 


| g(a +90,7)} eT- 0,7) 
g(0,) = TR h 


= 


Tenendo presente la definizione della funzione A(7,f) ($ 78, 8)), sì ha su- 
bito 


(e.*] 
9(2,)= f Ae, pd, 


e quindi [$ 78, 4), equaz. (105), e 7)} si ricava 


ì (el 1 EI. al. I P + Qna 8" 
lt dt o ARTE A DE d 
desti A z Sr) 


- 


1 BEPPT. 
ba SZ 5 2(e a TRE SIR lis de 


RO (a 


spa (a, SE cesena) SERI 


Per trasformare il secondo membro di questa eguaglianza, si ricorre allo svi- 


(106) 


_2y sen cana fia —p+t 7 de ) Ì 


ae + epr v=l 


\ 
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luppo fornito dal teorema c) del ( VIII, 64) omai stabilito in modo ineccepibile 
nel $ 75: pongavisi i(3 — e) al posto di #, e si prendano i logaritmi d’ ambo 
i membri: si ha 


v=l 


€@ derivando si ottiene 
107 r inziazizznndi — 
(107) 2° Ce 


Per la (81) (VIII, 64) è 


p 


[(1_A]= ear (g ret 


d'altra parte si ha per la nota formola di Weierstrass, già altre volte citata, 


ki rele ESE a ARI 
"(3 +1)=-Z( = tetti). 
quindi la (107) si trasforma in 
y 2(e- 3) 1 5 1 I n_\., 0) 1 
(108) —___—_ _=—-—- ( tra 85 ET CLE 
v=1 (e ro 3) - a; pri se pt 4 n+1 5(p) 2 
Inoltre 
edge, 
Qsen(a,loge) 9\MT 2/0 sen < log) Pasi va 
+e ven + Gis i ia Tan 
sa = pra: “i x, i 
i. +4 (2) Da +4 
2 e log uan (al = do=—2) a, sen (a, log x) f ———— : ; 
r (3) v=l a (3) +e 


i 1 
€@ per conseguenza tenendo conto di quest’ ultima, di (108), e del valore di > C 
(Cesìro — Analisi Algebrica, p. 147) 
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la (106) diventa 


200 aim e a Ep) 
\en=/ God rn to)" 


I 


(109) I ti 
22 ip VP 3) Se : 
EVI 2Y cos (a,logx) f RT de — 23 de sen (ayloga) dl ———— -. È 
\ va iù; er ia bugia o 


80. — Per l'ulteriore trasformazione di questa formola occorre notare che per 
> 1 nessun termine sotto il primo integrale diventa infinito; mentre per p=1 


Amp pe 
È Sia , e per p=—2 lo diventa —— NR) . Quindi occorre di- 


diventano infiniti +; 
stinguere tre ioni 
L'asilo 


Nella memoria in esame VEE trattati tutti tre per ottenere la espressione 
finale della g(«,#) quale che sia 7; ma io qui, avendo in mira esclusivamente 
la deduzione della formola di nia m'occupo solo del 2°. 

Chiamando con 4 un numero arbitrario maggiore di 1, si ha 


SI Sai ne fa o RADI La 

110 = SSL A 

a dA basca to) a “ gene E | Aa / o) Va 
Cominciando dall'ultimo integrale si trae facilmente 


9 gir 6 Fi n fa "o » Fa 1 dy 
da,=— yPdydo = — 2doduyu = — 
LÀ Sedi è i A sd SR da eo a pi 4 i logy y° 


e, ponendo y= e*, 


(e) iP 0 (l-a)u 
111) f __dp=—f £ Sn 
CI R$) " u 
logg 


Pel penultimo integrale al secondo membro di (110) si ha subito 


(112) ua EE ap=logE(a) . 


Pel primo si ha finalmente 
erat. Ela) n 5(e)] 
I] —#-- |dp= SERI, —_ 
/ be A, î dp ni, to] \t= 


1a { yPay dp — log(a — 1) — logZ(a) +-log[(" — 1) 09] 


‘ 
” 


ee ten "— be at log(a — 1) — log{(a) --log[(r— 1)&)]= 3 1 


loga gli") eli ia DI 
(7 du —logta— 1) — rogzia) +log[— DUO] ; da 


0 i 
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e poichè è 
3 log (a—-1)= =f f e"! du dv 4 n erede > 
200 
(co) orgia Wta esa "log ipa) 0 7 ia SR oli 
—_—_—_ du rd ———_—_—_-d 
S a u f "* 2) a; li Uu; 
0 0 logx 
segue che 
Steg (0) 
113) f T-- Fo) n= 
L io p S(p) 3 dr 
logge (1-r)u__ Palo v o el 
f srt DE idr fi: —————_ wdu—log&(a) + log[("r—1)&r)]. 
S ll) loga 


Sostituendo nel secondo membro di (110) i valori dei tre integrali dati ri- 
spettivamente da (111), (112), (113) si ottiene dopo alcune riduzioni 


_% 0 7% 


f(E3- ce) dp fi” dI EC - - du tlog[r— )&)]. 


I—p. So) u 
Fusas 


Inoltre si ha, giacchè » e quindi p supera — 2, 


sg I DI 1 dy 


p+2n an 
n=1 Ca 
anni 
(-°) pan dp 200 1 1 dy 
fireffateffAaefi 
iti piera Pi gg Si fb ey y 


in conseguenza la (109) si trasforma finalmente in 


og ae200 ca —u n ess n 1 1 dy 
CS Ali snai fo “7 du +log[(r— )&)]+ {Ga logy yi 


1 
loex 
(114) ( È beat Mi pi 
so \i .) 0 a 2 
+ 2% cos(a,logx) f nre n do — Na sen(o, log) f FRNIIZA LS dp . 
vt a (o —_ ) = a y=1 tr (è a 3) 3 af 


Sì. — Se in questa si pone #=0, si deduce, tenendo presente la seconda delle 
(76) (VIII, 60), 


log iQ, = 0 _u Ce) 1 la 

ge, 0)= he Sh) du -f DA du — log2 | fe. cd i 

< u , u p y—1logy y 

| 0 loge = 
(115) 1\ —e+t 
È 3) 2 vw 20 ea 
+ 29 c0s(0, i ar Ip — 29 a,sen(a,loga) / a dp . 
= El - II 
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Ora per la definizione della funzione g(c,e) ($ 79), se 7 non è un numero 
primo, nè potenza intera d'un numero primo, è 


g(,0)= 0) +1 027) +10*)+..-= (=); 


se invece 2 eguaglia una potenza intera d'un numero primo, è 


— 0,0) f,(e+0 le — 0 
ve )_f@e+ = )_ f@) ] 


Inoltre si ha 


1 
logx e" — e* i a ciali é be 3$ meli e“du x = 
di af <, - du= lim [ % tf 4 hi 


o loer logh © log 


1 
x 


|fedy , (Ad n d 
— lim} cd +f SE l. so t2|f AR 
a=1] J logy i ogy |) log y PRE cai 
x 


to 


valor principale dif DE =iILi(e) . 
li) 


Laonde, tenendo anche presente la (90) (cfr. VIII, 68) la (115) si trasforma 
finalmente in 


(8S) f(x) =_e24f + Li(a) - Y} Li(e*!”)+ Li (e* "| . 


yy — de Sali 


che è la formola di Riemann, la quale si trova così dimostrata in modo inattac- 
cabile: non reggendo l’objezione che pe LA VaLLÉE Poussin (Recherches ana- 
lytiques etc. T Partie, p. 70, nota a piè di pagina) avea temuto potersi fare 
contro la dimostrazione del teorema d) S 78; cosa che lo stesso autore ha poi ri- 
conosciuto nella nota a piè della pag. 119 della III parte della medesima opera. 

82. — Alla lacuna colmata dalla memoria di von Mangoldt nel modo, che 
ora ho finito d’esporre, avea però già provveduto se non con tanti sviluppi, al- 
meno nella parte sostanziale, una pubblicazione precedente cioè 

Pilrz — Ueber die Haufigkeit der Primzablen in arithmetischen 
Progressionen und iber verwandte Gesetze. Dissertation zur erlangung 
der Venia docendi. Jena, 1884. 

Su questa dissertazione, che per la poca diffusione era rimasta inosservata , 
ha richiamata l’attenzione degli studiosi il Bacamann nella Zahlentheorie (Ap- 
pendice al vol. II, p. 487). Però se da una parte va riconosciuto al Piltz d’es- 
sere pel primo penetrato più profondamente nel pensiero di Riemann, non può 
negarsi che riesce più agevole pervenire agli stessi risultati, seguendo gli svi- 
luppi di von Mangoldt. 

Ritornerò sulla dissertazione di Piltz a proposito del problema più generale, 
di cui parlerò nel Capitolo XI. 


SE. 


CAPITOLO X. 


1 
Dot, È (ali 


83. Valore completo di DEI nta DE ate . Osservazione di Kluyver. — Il 


o podi 

possesso della formola di Riemann rende DO, di trovare le espressioni complete 
di funzioni, per le quali, non erano noti che valori assintotici, come pure agevola 
a stabilire con tutto rigore le formole assintotiche, che s'erano rinvenute ammet- 
tendo come postulato l’esistenza del limite. Ed in primo luogo noto come la for- 


mola (114) di von Mangoldt fornisce il valore completo della somma 


S(2) $(e2) i (23) i 
ET REN ei 
2 IZ 2 Di 3 Z più 


Infatti, posto nella (114) x=1, si ba 


en lies 
ge,n= f 


o “Ton 


(ce) 


dy 
(y° — 1)y*log y 


41 
Pi 30 (e e 3)? ha 5 (02) [o] ir 
- 2% cos(a, log x) / 7 cReNE Se dp — 2Y a,sen(a,logx) f è). 


A A I \? 
. 93L 1 (e _— aj + a, y=i 1 { — 3) | a, 
Ma si ricava facilmente 
Slaziit= e Oder® i u? vi 
/ “ 7 ii e lim[ logu—u+ 3° 21 fini) 
: l) logr 


e si ha d’altronde per la costante d' Eulero C l’espressione (PascaL — Reperto - 
rio I, p. 496) 


Ap Gad du u? u? 
Sa (e pa) = info + rr). 


quindi ricordando il significato di g(v,1) (IX, 79) si deduce 


1 2i 
Par CHI: SARI 
H - — lee loe ——____—__& 
(116) IxteZx% a = Z x opa log lo tei > FIA 
li POSTI 


no > 
5, cos(a vosa)f > Ieri, — 2} a,sen(a,loga) I £ 
ar a ROTTA a 


che è la formola cercata (cfr. $ 89 in fine). 


L'IOES 

A proposito dell’ eguaglianza (116) va fatta Ia seguente utile osservazione. 
Valutando delle funzioni simmetriche dei numeri primi non superiori ad #, si 
trova un gruppo di termini dipendenti dalle «,. La parte più importante di que- 
sti è spesso costituita dai termini discontinui, che compariscono nella espressione 
di S,(7), o in quella di 32). Supponendo conosciuti i valori di queste ultime due 
funzioni, ed eliminando i detti termini discontinui, si otterranno delle formole di 
approssimazione abbastanza soddisfacenti delle considerate funzioni simmetriche. 
Questo concetto si trova esplicato e messo a partito nella nota 

KLurver — Benaderingsformules betreffende de Priemgetallen be- 
neden cene gegeven Greens. Verslagen en mededelingen der Komnklijke Aka- 
demie van Wetenschappen- Amsterdam, t. VIII, p. 672, 1899-1900. 

84. Valore completo della funzione y(x) di Tchebichef tratto da Gram, 
Caben, e von Mangoldt. — Gram, nel lavoro Undersogelser etc. (già più volte 
citato, cfr. IV, 25) pubblicato nel 1884, registrò sotto il numero (178) una for- 
mola, che forniva il valor completo della funzione w() di Tchebichef (IV, 26). 
Posteriormente, nella tesi da me già citata nella nota a piò della pag. 92, CAREN 
‘esibì una formola poco diversa per la stessa funzione. Ambedue le deduzioni la- 
sciano a desiderare in quanto a rigore di ragionamento, sicchè è loro da prefe- 
rirsi quella che ha soggiunto il von MangoLpT nel suo lavoro, di cui trovasi il 
titolo nel (IX, 76). Da questa .apparisce che le formole di Gram, e di Cahen non 
erano prive di mende. 

Ecco dunque il procedimento del tutto corretto. 

Dalla definizione della funzione A(@,p) (IX, 78, 3)) si trae A@,0)= YU), 
o meglio A(2,0)= ici 2 ni 1) 


Ora da (105) si deduce 


1 ] DA l IA a,log.x) + 2a, sen(a, log 
(117) M,0)=c—1--3lon-30—zlg(1-2)+X I a VELA = 
salva da, v=1 La ou, 


Dalla (86) e seguente del (Cap. VIII, $ 66) si ha 


GTA 
log {(s) = log (0) — log(s — 1) ce +Y [toe(1 +) i] +2 logn+ Y log [1 Ans i 


e derivando si deduce 


‘ mz; d v=l (s- > |a, 


la quale, per s=0, dà 


40) 
(0) 


] 


1 1 cà 
ii ini 
vito 
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ma si son trovati (VIII, 60, 61) i valori 


] 
S0)=—- > , S0).=—-log(2r); 
«dunque 
SIIT 1 1 
È 
5 i art ar api) nali E 
ae vai, 


perciò la (117) diviene 


La 
l l 1a costa, loge) + 2a, sen(a, 109 e) 
(a) = —log(2m) — —logl1-—-]—-x° }3 Aa prsata, log 2) 3 
2 x ji «duca 
v=) =: a 
(ORTI 


che è la formola cercata. 
In vista di futura estensione, analogamente a quanto fu fatto per la formola 
am 


-di Riemann (VIII, 68, form. (88)), osservando che 3 log (1-)=X CONA la 
precedente formola potrà scriversi 


«dove la sommatoria è estesa a tutti gli 0 di &(s) (cfr. XI, 110). 
Per mezzo della (91) (VIII, 69) poi si ha 


Ma)= Vba) Ue") . 


85. Ricerca dei valori assintotici di $(z), e X(z) secondo Hargreave, Hal- 
‘phen, Gahen, Cesàro, Hadamard, de la Vallée Poussin, e Mertens. Limitazione 
«dell'ordine di grandezza delle differenze 4(z) — #, Az) — 2 secondo de ia Vallée 
Poussin. — Sebbene le precedenti espressioni per %(),M(z) siano più semplici di 
quelle relative ad /(@),,f(), pure la presenza delle radici « ne rende difficile la 
calcolazione; perciò non sono senza importanza le formole, che offrono valori as- 
sintotici per 4(x), (2). 

HarGREAVE, fin dal 1849, nel primo dei suoi lavori da me più sopra esa- 
minati (cfr. VII, 49), con argomentazione non rigorosa, dedusse essere « il valore 
per Mz). 

HacpHen nella nota 

— Sur l’approximation des sommes de fonctions numériques. Com- 
pies rendus des s. de VA. d. s. Vol. XCVI, p. 634, 1883 
asserì d'aver pronta una dimostrazione inattaccabile della proposizione 


i, 


e=o 


Li, 


Nel 1894 Cazen nella tesi citata a più della pag. 92 ridusse la quistione 
della valutazione assintotica di X(z), e 4(z) alla determinazione dell’ integrale 
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250) ds lungo un certo contorno racchiudente il punto 1; ma la sua argo- 
s 
‘mentazione non è solidamente basata, giacchè richiede la sicurezza che in pros- 


simità della retta &(s) 1 non vi siano radici di %(s); sicurezza, che neppure 
può aversi ora che s'è trovato un limite superiore più basso di 1 della parte reale 
delle radici non reali di £(s) (VII, 63); giacchè detto limite tende a 1, quando 
il coefficiente di < nella pet immaginaria cresce indefinitamente. 


Me n] sì trova pure dimostrata, data l’esistenza del 


La proposizione lim 


limite, nella nota di Cesàro già citata nel (VI, 47). 
Ma dove le due eguaglianze 


PAGA) 


Ji 
x=90 I 


de) _, 


== na 


sono state la prima volta dimostrate, senza nulla ammettere, si è al N. 54 del 
lavoro di pe La VarLte Poussim Recherches analytiques etc. (già più volte 
ricordato cfr. VIII, 61). Quasi contemporaneamente HapamaRD nei lavori, di cui 
ho riportato i titoli nel (VIII, 63) dimostra la proposizione : 


La somma 1? rg 2008 gp(logÈ # estesa ai numeri primi inferiori ad x, € 


dove » è supposta maggiore di 1, "3 assintotica ad x; e poscia fa vedere come in 
questa è contenuta, come caso particolare, quella relativa al valore assintotico: 
di X(2). 

Riferisco la dimostrazione di de la Vallée-Poussin, che apre l’adito a ulte- 


riori conseguenze. Però assumo come dimostrata (cfr. il N. 54 della I parte delle 


Recherches analytiques etc.) l'eguaglianza 


0) da 0) 
(118) Da 7 Zend TOSI Las 
ii 


dove e indica qui e nel seguito di questo Capitolo una funzione, che tende a 0, 


quando la variabile y cresce all’, senza che le varie funzioni indicate dal mede- 


simo simbolo e in successive relazioni siano astrette a prendere lo stesso valore. 


Moltiplico ambo i membri di dpr per dy, integro fra 1 ed #, e divido per 


x; ottengo 


0) 


0) 
Lato log p Il dy 1 sò a-1,1. (°° 
7f i di Ze n= f logyy— (C++ f say - 
; = i 1 


Ora è 
1 
2f logydy=loge - 141; x 
® 
# 


aid pe 

Tao «= d 

+ fed 
4 


d'altra parte 
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nde a 0 per # eguale ad 0; perciò la precedente eguaglianza può scriversi 


0) 


b ; x "lo si i | 
Sei (119) — Se 737 SL ae a 74 legpo =loga -—2—C-+£. 
Bit 


È Calcoliamo ora il primo degl’integrali, che stanno al primo membro. Comin- 

| ciamo dallo spezzare l'intervallo da 1 a # negl’intervalli da 1 a p,, da p, a 

di i dn, 

Par --» da Pay ad #, ed osserviamo che la funzione Y, ces 
Pi {=1 


nel primo intervallo 
P parziale è nulla, e lungo gli altri assume ordinatamente i valori costanti 


logn = logp, , 10gpa PP PERA 108 Pera) _ 
Pi-1 pl Pal x parli peri log Para — 1” 


A me loep, ALE Era) e er logp, | 10 Per) 
- ve I P)À ESTA (Pa. Pa) + » + a 


— 1 lp Pa) 
i enti emt.+; PELLE (+ pg) | 
e (pil ii } Pa) — sg 
Ue) a I 0) p 0) BS er 0(2) aa 
= di E _ logpi= N SELL -ZvenzXz CESARE ; 
i e SV are pesi il pil 


xi 


0 quindi in virtù di (118) 


; 0) log 1 02) i 
Pi rai VI, EP roga 20-14: YA. 
d; | ; = lane 


bi: D'altra parte la (118), combinata col primo lemma di Mertens (VII, 51), 


02) 


1 wlogp; ZIA 
Sara (logae —- C414+ e); 
‘ip log 
iò — 27 sE j tende a 0 per #«=00; dunque, per la LL 
afp 
LA ps log p,; 
f Br 17 0ga — +e 


| Sostituendo questo valore in (119), e riducendo si trae 


: n ) f 
hi Oy) 


é 1 (Al 


)@ —Paa)) | 


(e Slogp;= (1+ e). > 
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Sia ora Z un numero positivo dato indipendente da 2, e arbitrariamente pic- 
colo; si cambii nella precedente eguaglianza # in (144); si avrà, tenendo. 
presente quanto s'è convenuto sul simbolo e, 


a (!+A)c dy Oy) 
f > ! Wlogp,=(1+)(1-+h)e. 


SA) Si 


Da questa si sottragga la precedente, e si divida il risultato per 42, si ot-. 
terrà 


1 (144) dy 0) 
» 7 ente. 
Sa ci 


0) 
Ora la funzione Y log p; sempre positiva è costante o crescente nell’intervallo- 
i=1 eta 
dell’ integrazione, propriamente costante nei punti, in cui la variabile nou è un. 
numero primo, crescente nei punti, in cui la variabile eguaglia un numero pri- 
mo: quindi 


0) (1+4)x (1+k)e 8») ST (144) 
dy dy dy 
Zienf Sf ZrenSZuen f Z, 
i=1 Sa T ii 
e perciò 
(x) o{(1+4)] 
] 1-+bR log (1 k 
ei Y lo ogp. S1+e Dei ( Tr 1h), È log p; ; 
iz1 0 {2} 
donde 
0(e) o[t+nre] 


1 lte La 
= 10g tree > PE Lr 
-X ogpi£(1+e OO ° (1+4)x È eeRZ ica log(14k)" 


i=i 


e, mutando in questa ultima 4 in 1a xs sì ha 


i l l4te hi 
(E Orio z3 Lenzi ai do 


e facendo tendere £% a 0 


0) 
l 
l1+e2_: Ylogn21+e < 
i 
$ 0) 
Se ora + cresce indefinitamente l’ espressione — Ylogp;, cioè 
ui 

È 


alt eb ; tende a 


un limite, e questo limite è 1; o in altre parole A) è assintotico ad &. 
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Poichè 
Y()_Ma), 1 Ma), 1 U(23) 
NO APR 
XA2 2 x3 a3 
sì ha pure 
im 21, 


cioè 4(7) è pure assintoticamente eguale ad %. 
Termino notando che MertENs nella nota citata al (Cap. VIII, $ 72) ha 


dedotto che se l’ ineguaglianza PIO | <Vn è soddisfatta da n=2 fino ad 
m=zi 
n=, sì ha 4) =z+ A, dove A è di ordine non superiore a quello di a'loge: 
donde il valore assintotico # di 47) può dedursi come conseguenza della proposi- 
zione empirica di Mertens. 

86. — La scoperta di un limite superiore, più basso che l’unità, della parte 
reale delle radici non reali di &(s) (cfr. VIII, 63) ha condotto DE LA VALLEE- 
Poussin nel medesimo lavoro a un più accurato riconoscimento dei valori dei‘rap- 


porti 10) 40), Egli ha dimostrato cioè, che, se si pone 


Me) _ 


x 


=14+n(2) 


n 14m), 


i() ; n,(7) sono infinitamente piccoli con —, e d’un ordine di piccolezza almeno 
eguale a quello della espressione 
V0,03282... log eV 0,03282...loga ° 
(Vedi ancora quanto al riguardo è soggiunto nell’appendice al $ 90). 


Rimando per la dimostrazione all’originale, nel quale si troverà anche provato 
che, se si pongono 


loe 1 ] 

S riu ae x sh 5} Lab }--...==loga — C4 n;(2) 
sig Di SPAM > 
i=i izi eri 

0() 

log p; 
lite 1 
Ta [= loge- C+ m3(2), 


n(2), ed m,(7) godono della medesima proprietà di a(z), n(2). 
87. Dimostrazione di Cahen del teorema di Sylvester-Stieltjes espresso dal- 
l’ eguaglianza lim }0[2(1+ #)] — 0(2){=. — Notevoli conseguenze possono 


trarsi dai risultati esposti nel $ 85. Comincio dalla dimostrazione data da CAHEN, 
AttI— Vol. XIT— Serie 2°—N0 1. )7 
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nella sua Tesi citata nella nota a piè della pagina 92, di un teorema da lui attri- 
buito allo SrreLtJEs senza precisar data, e che è stato pure formulato da SyLve- 
srer nel 1881 (cfr. IV, 28). 

Detto teorema è: 

La totalità dei numeri primi compresi fra x e (14 k)x, per piccolo che sia 
k, cresce indefimtamente con x. 

Ecco come Cahen dimostra tale verità. Dal $ 84 si trae 


0[2(1+%)] 
Db logp;g=@(k+ €), 
i=0 2) 
donde 
0[2(1+%)] 
i PE 5 log p; nel Mizar, SE : 
0[e(1+4)] — 0(2)> DI logled+4)] logle1-Fh)]' 
ma 


x(k 
lim azioni). 


azeolog[a(14h)] © 
in conseguenza 


li { 0[2(1-+-A)] — 8) | — % . 


88. Prove complete di de la Vallée-Poussin, e von Mangoldt delle egua- 
glianze 


lim = == È m— = 
s=%Li(2) 2=»Li(2) 


0(2) li 0,(e) le 4 


Limitazione dell'ordine di grandezza delle differenze Li(2)—60,(2),Li(2) — 02) 
secondo de la Vallée-Poussin. — Ma più importante corollario è la dimostrazione 
rigorosa, che prima mancava, delle eguaglianze 


0(e) _ i Ul) 
LZVA Li (@) Di: 3 LITÀ (2) 3 ; È 


Queste non risultavano dalle ricerche esposte nei Cap. IV e V, giacchè que- 
ste presuppongono l’esistenza del limite, nè da quelle di Riemann, giacchè questi 
col proposito di provare che nelle radici 4,+ d,2 di &(s) è a=1 (cfr. VIII, 64), 
non avea tentato di dimostrare almeno essere 4,1, il che basta per la dedu- 
zione in discorso, come tra poco si vedrà ($ 89). 

De La VaLcée-Poussin ha dunque dedotto le precedenti eguaglianze come 
conseguenze del risultato riferito a $ 85. Dalla eguaglianza 


02) 


I | 
idee XY log p; = l 
i=1 


AT, 


©. ; 
ge Mi 
a ‘di x fo 
Mr 02) 
n 22 ) Zien= Ea 
tend | 


A è essendo, come al solito, una funzione di 4, che s’ annulla per «= co. Ora poi- 
cl DE iSb(2) è ir si trae 


0(2) 


X logp; < 0). loge 
i=i 


Ce quindi in virtà di (121) 

SIMATI 0 >(1+ = 

[ | Si ha evidentemente 
"9° 


ia 


Gi. 0(2) 0a) 
Je Xiogn> Y logp;. 


1 “ ? x 
Meer)! 


«Il numero dei termini della somma al 2° membro è 9(4) — 6 (i): e poichè 
o! i (log 2) 


al 


I detto numero n: termini è maggiore di 02) — . D'altra parte ogni ter- 
line supera log “» > Cioè log.2 — 2loglog&; ti 4 sha con maggiore ragione 


0) 
Y log p; > (06) — ; a (loga — 2loglog&a) ; 


izi 


(14 e)a 


c 
loga — 2logloge ‘ (log)? > 


d ad Questa e la (122) dànno dunque luogo a 


SARE x 
loga 0(x) l+4e vi log 
(E o) e log tia) Life) ® 


log x 


Per 2= le quantità rappresentate dalle espressioni estreme tendono ad 1 
V. 24. nota), quindi 

lin SO) _ 

pa Li (x) "oi 
Ora bia 


0,10) = 00) +1 0%) + UE) +, 


si deduce 
41 Mi 1 sl 
0,(e) _ 0) | 1 0a?) Li(e*), 1 0@°)Li(28) 
Li) Li(a) ta i Bio) , Li(2) 
Li(x?) SA 
e quindi 
lim Nel = 
EZK Li(2) 


Naturalmente le due eguaglianze vanno estese pure alle due funzioni (2), 
7,(c) di Riemann. Ecco dunque dimostrato rigorosamente il fatto che la differenza 
fra il logaritmo integrale e ciascuna delle funzioni 6(),0,(7) (o ciascuna delle 
Ff@), A) finisce per annullarsi relativamente alle stesse 0(), 6,(#) (oppure 
VOMAO) 

89. — Dopo la pubblicazione del libro di de la Vallée-Poussin riuscì a von 
MaxcoLpr di dedurre il teorema ora dimostrato dalla stessa formola di Riemann. 
Tale investigazione si trova pubblicata nel lavoro: 

voy MangoLor — Ueber eine Anwendung der Riemannschen 
Formel fiir die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen 
Grenze. Crelle-Fuchs Journal fur die r. u. a. M. Vol. CXIX, p. 65, 1898. 

Essendo oltremodo interessante l'apprezzamento dell’ordine di grandezza delle 
varie parti della formola di Riemann credo opportuno riferire sommariamente le 
argomentazioni di von Mangoldt. 

Egli comincia dall’osservare che dalla formola più sopra indicata con (117) 
sl trae 

(123) lim Pa 


CZ C, 
v=l 


Nota poi che la (115) dopo agevoli trasformazioni può scriversi 


1 


| o dy VEE !( 2 ): qu cos(a, loga) _ 
(. —[Li\L I 2 5454 ee 3 A Sei 
d@9)=M@T I = Dylogy 8° logal\ loga z a, 


SA 4 di lege) 1 9 ysen(ay sto) I 


loga (109%)? ° Si 


cr sj 
si cos gene La aa, _sen(a, sn 


v= (0-3) )+a) (dra 3) +e 


dalla quale dopo varii artifizii si ricava 


| (2) —Li(a) zloge loga , 2log2.loga i x sen(a,log #2) 
| 7) a ta Li: Z Ù 


x *cos dia log x) | 
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Se 4, + di sono gli zeri non reali di £(s) si ha 


1 
‘i ir (e) / —2 —2(1—a, — 
x | ? cos (a, log 2) pe-+ } ® tav pr La Dee 2r leos(28, log x) 

| a, | Di 1 Na 

= = 3+(3-4,) 

1 —_______________ 
È [2 ?sen(a,loga)| 1 ni pe + 0) _2xc08(28, 1092) 
ra |a 2 


eo. i : - 
v=1 VZI Li + (5 — a, ) 


Per l'uniforme convergenza di queste due ultime serie, e per essere 44 <1, 
‘risulta che queste due sommatorie tendono a 0 per += %; ricordando poi la (123), 
«si conchiude 
f(e) — Li(a) | 


0 
ag (5 96 


ut Rete) 
EZ=N | 

che è il risultato già ottenuto nel $ precedente. 
Lo stesso metodo applicato alla (116) conduce da questa alla formola 


Six) 


SerI = — logloga)= C—-A, 


a i 


. già trovata nel (VII, 50, 51). 


:90. — La dimostrazione di von Mangoldt riassunta nel $ precedente, sebbene 


più lunga di quella di de la Vallée-Poussin, supera questa in quanto che fornisce 
f(2) — Li(c) div 


PES) enta infinita- 


«qualche indicazione dippiù circa l’ordine col quale 


mente piccolo. 

Però il pe LA VaLLéE-Poussin nella più recente sua pubblicazione (cfr. VIII, 
63) ha data dell’ importante teorema una nuova dimostrazione, che vince alla sua 
volta quella di von Mangoldt, giacchè si prova inoltre che le differenze Li(2)—0,(2), 
Li(@) — &) non possono essere d’un ordine di grandezza superiore a quello della 
funzione 


x SZAZZASG IRA: 003982. locx 
—— VW0,03282... logo e! 0,05232...loge, 
logx 


Troppo lungo sarebbe il riportare qui i ragionamenti, che conducono a questa 
conchiusione. Richiamo solo l’ attenzione del lettore sulla importanza di questa, 
giacchè essa, soggiunge il de la Vallée-Poussin, conduce alla conseguenza inte- 
ressantissima : 

Il logaritmo integrale è una espressione assintotica di 6(x) più esatta di tutte 
le sue espressioni possibili sotto forma fimta. 

Per dedurre questa io noto che basta far vedere che la deviazione, cui dà 
luogo il logaritmo integrale finisce per diventare e mantenersi minore di quella 
offerta da qualunque espressione assintotica di Li(z) in termini finiti. Ed in vero 


ESME |-° oNN 
ricordando la legge assintotica (cfr. IV, 24, nota) 


x 11% Eu Sl'adà (n_-)a 


puis 
I 


loga T (loga)? toga (log a)" 


di Li(7), si vede che qualunque valore assintotico in termini finiti di Li(z) deve 
offrire una deviazione da 67) dell’ordine di una certa ron Ora 
di DaA 
ina /0.03282... loca e-V0,03282...log.a 1 


lim ————______________——____—= "0, 
=D L 


(leg x)" 


quindi resta provato l'asserto; e rimane decisa in generale la quistione messa da 
Gauss in particolare, quando pose in paragone il logaritmo integrale col valore 
dato da Legendre (cfr. III, 17). : 
Appendice al $ 90. Limitazione dell’ ordine di grandezza delle differenze 
&(2)—2|,|M2)—|,|S,(2)—Li(2)|,|3(2)—Li(z)| secondo von Koch. — Un’ele- 
gante memoria venuta a luce il 30 settembre 1909 (cioè dopo la presentazione del 
presente lavoro) ha aumentata la luce, che i recenti lavori di de la Vallée-Poussin e 
von Mangoldt aveano già fatta sull'argomento della limitazione dell'ordine di gran- 
dezza delle differenze !i4(7) — z|, |A(2)— |, |@)— Li@|, [3@)— Li(2)|. 
Essa ci indica alcuni teoremi, che risulteranno definitivamente Valioi 5 
quando si sarà dimostrato che la parte reale delle radici non dari di & (8) dia 


Questa nuova memoria è 

von Koca—Sur la distribution des nombres premiers. Acta Ma- 
thematica. Vol. 24, p. 159, 1900, e Comptes rendus d. s. d. l'A. d. s. Vol. CXKXX, 
p. 1243, 1900. 

L'autore comincia dal dare delle espressioni nuove per le funzioni 3,(2),%), 
le quali, per lo studio delle quistioni assintotiche, presentano dei vantaggi su 
quelle, che finora si conoscevano. Queste espressioni sono 


val ni __ vai È 
S.(a)=e+ lim x ai x'log(vs) , Ya} = 0 — lim % (a ax $ (vs) i 


dove e ed w sono nulle, se 7 non è potenza dun numero primo, e sono invece ri- 
- ; 1 log 3 È 
spettivamente eguali ad O FE sezèla potenza 2°" del numero primo p. 
e e 
Combinando poi risultati già ottenuti dai due matematici più sopra citati con 
sue proprie riflessioni, egli perviene a queste proposizioni : 


. 2) da (4) i 
Le differenze —— —1,-——1 tendono verso zero per x=%, ed esse sono 
| DL | L | 


. . . . . . . . E . . 
deg! infinitesimi d'ordine di piccolezza almeno eguale a quelle di x°°7, indicando 
con 3 un numero positivo potae io: Sigg 

Le differenze |3(x) — Li(x)l,|3(x) — Li(x)|z0n possono essere d'un ordine di 
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grandezza superiore a quello di x*,c indicando un numero positivo comunque 
piccolo. 
Secondo una osservazione di Phragmén le dette differenze non possono essere 


=G 


iran L 
dun ordine inferiore a x* 
Che anzi può con maggiore precisione enunciarsi : . 

Gli errori, che si commettono ponendo 


ie, ds 


sono inferiori a Vx.(logx) moltiplicato per una costante: e quelli, che si com- 
mettono scrivendo 
Ale) = Lia) , Me)= Li), 


sono inferiori a Vx.logx moltiplicato per una costante. 
9I. Prove non complete di Mertens e Franel. — Il MertENs nella nota ci- 
tata nel (VIII, 72) fa notare che nella ipotesi che l’ ineguaglianza 


' n” | de 
Lum) | <Va 
inzi 
© dx 


valga da n=2 fino ad a=%, si ha =f — 4 8, dove è è una gran- 


È og ì 
3 
dezza di ordine non superiore a quello di ##; e in conseguenza il valore assin- 
totico. Li(z) di 6(z) può anche dedursi come conseguenza della proposizione em- 
pirica di Mertens. 
Così pure il FraywEL nelia nota citata nel (IX, 76) riconduce la dimostra- 


de LI 


zione dell’eguaglianza 8(2)= a) a + 2* pl), dove e è una quantità piccola 


quanto si voglia, e p(7) tende a 0 per =, alla proposizione 5) del (VIII, 64). 
52. Teoremi di Phragmen sul modo di comportarsi delle differenze 
fe) [Li(2) — log2], 4) — [2 — log(2x)]).—Oltre queste varie proposizioni sul- 
l'ordine di grandezza di sommatorie estese alle radici «,, vanno notati due teoremi 
del PaRAGMEN connessi al precedenti, giacchè riguardano il modo di comportarsi 
delle differenze 
f(®)—[Li(a)—log2] , %@)—[x —log(2r)] 


al crescere della 4. Essi si trovano nella nota 

Paragmin — Sur le logaritme intégral et la fonction de Rie- 
mann. Ofcversigi af Kong!. Vetenskaps Akhademiens Forhand'ingar, annata 1891, 
p. 599. 

Essi stabiliscono il fatto che: 

Non vha limiti, al di là dei quali le differenze 


fx) — [Li(a) — log2] , %)—[r—log22)] 


cessano di cambiar di segno. 
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Si fa così palese che Y, f E dr (cfr. VIII, 68, form. (88)) oscilla intorno. 
E 0 


allo zero, o in altre parole che la parte discontinua del secondo membro della for- 
mola di Riemann ha un carattere essenzialmente periodico. Lo stesso è di La 
(cfr. S 84). 

93. Cenno delle dimostrazioni di von Mangoldt, Landau, de la Vallée-Poussin 


del teorema d’Eulero espresso da }, dei e della dimostrazione di Landau 


k=4 
7 pr feto 
del teorema di Mobius espresso da Y} Ro) log. & = — 1. — Terminerò questo ca- 
k=z1 


pitolo ritornando, come promisi al $ 70, sulle eguaglianze (93), (94). 
Già Gram a pag. 198, 291 della sua monografia Ruta avea dimostrato 


Hue k) k 1 
che la serie Y} RO) non potea essere divergente, giacchè DE Ar ; LA >; 77 3 , essen- 
k=1 


A=1 


do 0a = 
La prima dimostrazione completa e rigorosa della (93) si trova nella nota: 


von MangoLot — Beweis der Gleichung x El no. Mathematische und 
A=4 
Naturwissenschaftliche Mitthelungen aus den Siteungsberichten der K. Preussischen. 
Akademie der Wissenschaften n Berlin, annata 1897, p. 493. 
Ivi con alquanta fatica si stabilisce prima la eguaglianza 


lim pai Bz 22) ]=0 


e da questa successivamente » trae che i limiti superiore e inferiore, al crescere il-- 


limitato di #7, della somma DIL H0) non possono essere nè positivi, nè negativi, 


quindi 3 


Lungo le sue deduzioni von Mangoldt dimostra ancora che 


| 3 ‘k pk 

| logn. YO _y aa log | £34+0 . 
| k=1 k=z4 

Il Landau nella 


Neuer Beweis der Gleichung di eil 0. Doctordissertation. Berlin, 1899, 
il 


— 137 — 
fondandosi su questa relazione, e provando che 


deduce 


Posteriormente pe LA VaLLée-Poussin nell’ ultimo capitolo della pubblica- 
zione, della quale ho riportato il titolo nel (VIII, 63), espone una dimostrazione 
più istruttiva della medesima proprietà. Essa è fondata sulla eguaglianza 


E(2) E(x) 


£ p(k) p(k) Ca VD 
doge 0) N 24 y  a(2)=0, 
EA k=1 


la funzione n, essendo quella definita al $ 86 di questo capitolo. 
E(x) 


é È È i (R 
Da tale relazione si deduce il teorema: La somma Y Roo) tende verso 0, quan- 
k=1 È 
do # tende verso l'infinito, e il suo valore assoluto resta inferiore a una espres- 
E 
A h x 
sione della forma og: ve h è un numero fisso *). 
(PA 


Finalmente in ‘quanto alla (94) va consultata la comunicazione 

Lanpau — Contribution è la théorie de la fonction &(s) de Rie- 
mann. Comptes rendus d. s. d. DA. d. s., t. CXXIX, p. 812, 1899. 

Definita la funzione e(7) mediante l'eguaglianza 


(2) 
— Mlogp;=14 (2) con (0)=0, 
IT sÈ 
e posto =. 
ba I) =yg(&) , 


k=i 
*) Nella nota venuta a luce mentre il presente lavoro è alle stampe: 
Lanvau — Ueber die asymptotischen Werthe einiger zahlentheoretischer Fun- 
ctionen. Mathematische Annalen, Bd. LIV, p. 570, 1901 
si esibisce una dimostrazione, che, come quella di de la Vallée-Poussin, prova che 


E(x) E) 
À o hi mA 
lim [oge. Y RE] ZIO 
4=1 l 


Tenendo poi conto dei più recenti risultati di quest'ultimo autore, preziosi per rendere più complete 
x 


le valutazioni assintotiche, il Landau li applica a varie funzioni, fra cui Xu(k) (cfr. VIII, 72, Mer- 
k=1 PO 

TENS) per la quale dimostra che essa è al più dell’ordine di grandezza ——1—— . 

logx .. e Viogloga 


Atti— Vol. XI— Serie 2° — N.° 1. v 18 
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il Landau stabilisce la relazione 


pt e14 Xe0[o(£ )9 (ix e(y— 1) 9(2)+ 


S(2) 


Zoen[ps 9(5 Y+7(3)+-]: 


Poi fa vedere che ciascuna delle tre somme, che compariscono a secondo mem- 
bro, per 2 = co tende a zero, e ne conchiude che 


CAPITOLO XI. 


94. Teoremi di Tchebichef e Poincaré sulla distribuzione dei numeri pri- 
mi fra le due forme 4y+1;4y+ 3. Estensione di essi fatta da Stanievitch.— 
ScHERK, in fine dell'articolo già citato al Cap. VI $ 42, istituisce un paragone 
fra la totalità dei numeri primi appartenenti alla forma 4y+ 1, e la totalità di 
quelli della forma 4y +3. 

Mediante la effettiva enumerazione, formato un quadro, in cui si trovano 
iscritte queste totalità corrispondenti ai numeri di 10600 in 1000 da 1000 a 50000, 
conchiude che, con grande probabilità, può assumersi la totalità, fino al limite x, 
dei numeri primi della forma 4y + 1 non superiore, in generale, a quella dei nu- 
meri primi della forma 4y + 3, e che inoltre, fino a un certo valore del limite #, 
esse sono presso a poco eguali. 

Questa osservazione può essere controllata mediante il ragionamento; infatti . 
si è costatato già nel (Cap. VII, $ 53) che indicando le totalità dei numeri 
primi delle due forme 47 +1,4y +3, non superiori ad #, rispettivamente con 
S(4y+1,2),Y4y+3,z) si ha 

im MAT) _ 
az S4Y +3, 0) 


Ma due quantità possono paragonarsi non solo mediante rapporto, ma anche 
mercè differenza. Non può certo dedursi che debba essere nullo il Hmite per £z = 
di 547+3,z)—3(4y+1,), ma solo che per #= 0 la differenza dei due in- 
finiti 5(4/ +3, %),3(47 + 1, ) sia di ordine inferiore all’ordine comune di essi, 
cosicchè la differenza 3(4y + 3,2) —3(4y + 1,2) può bene crescere indefinita- 
mente con 7. Che infatti ciò si verifichi lo si vedrà tra poco. 

Sicchè chiamando frequenza delle forme 4y + 1,4y +3 frai numeri primi 
rispettivamente le due espressioni 


Sd4y+1,0) im 4/+8.9) 
=  S(w) ° azw  S(0) 
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sì comprende il senso della proposizione, la quale può parere un paradosso, ma 
pure è vera: 

Sebbene le due forme 4y +1,4y +3 siano equalmente frequenti frai numeri 
primi, pure di questi quelli della forma 4y +3 sono molto dippiù degli altri della 
forma 4y +1. 

Il suaccennato modo di comportarsi della differenza 3(47+3,)—34y+1,%) 
fu messo in luce dallo scritto: 

l'cnesicHEr — Lettre a M. Fuss. Théorème relatif aux nombres 
premiers de la forme 4m + let 4m+3. Bulletin de la classe phisico-ma- 
thématigue de D Académie Impériale des sciences de S. Petersbourg. T. XI, p. 208, 


ersca Drepr at 3 3 è . 
1853, nel quale è indicata + Li(z?) quale espressione assintotica di 
S(494+3,2)—S(44 41,2). 


Questo teorema trovasi dedotto nella memoria di ParaGmEN citata nel (Cap. 
X, 92) e ancora nella nota ‘ 

Cresìàro — Sulla distribuzione dei numeri primi. Rendiconto dello R. 
Accademia delle scienze fis. e mat. di Napoli. Serie 3°, to II, p. 297, 1896. 

Io noù riporto queste dimostrazioni, giacchè più sotto, fondendo il metodo del- 
l’ultima nota con altro, perverrò a formole più generali di quelle assintotiche di 
Cesàro, e allora menzionerò qualche altra importante deduzione della nota stessa. 

95. — Ma prima, per esaurire la parte storica, converrà che io accenni alle 
quattro note connesse tra loro: 

Porxcaré — Sur la distribution des nombres premiers. Comptes ren- 
dus d. s. d. A. d. s. Vol. CXIII, p. 819, 1891. 

Ipem — Extension aux nombres premiers complexes des théorèmes 


de M. Tchebichef. Journal de Mathématigues pures et appliguées de Jordan. 4°m° 


Série, t. VIII, p. 25, 1892. 

StanIEvITca — Sur un théorème arithmétique de M. Poincaré. 
Comptes rendus d. s. d. PA. d. s. Vol. CXIV. p. 109, 1892. 

ParaGuEN — Sur la distribution des nombres premiers. a ren- 
dus d. s. d. PA. d. s. Vol. CXIV, p. 337, 1892. 

Nella prima l’autore enuncia due teoremi, che io {chiamate rispettivamente 
04y + 1,<),}(4/+1,<) la totalità dei numeri primi della forma 4y + 1 in- 
feriori ad #, e la somma dei logaritmi neperiani dei numeri primi della forma 
4y + 1 inferiori ad x] esprimerò più concisamente così : 

Non v'è limite, al di là del quale cessano di esistere numeri, che verificano le ine- 
quazioni : 

7 sescasì 


8412) <_— 


ba 
o le altre 


e, AI + 1,0)>-5_ riad Bi 


sta 0g 


(Queste proposizioni si trovano dedotte dallo stesso matematico nell’altra sua 


— 140 — 


nota più sopra indicata; la quale è di sommo interesse non tanto per questi ri- 
sultati a cui perviene, ma quanto pel metodo usato; il quale consiste nel riattac- 
care questi problemi di distribuzione dei numeri primi alla teoria dei numeri pri- 
mi complessi (cfr. Lescune-DiricaLer, Lezioni sulla teoria dei numeri, 
trad. Faifofer, Supplemento XI, come pure Bacamann, Zahlentheorie. Drit- 
ter Theil, XII, XIV, XVIII Vorlesungen). Io, seguendo il cammino inverso, de- 
durrò più sotto [$ 104, 4), e $ 111, @)], anzi generalizzerò, i teoremi di Poin- 
caré. 

Nella nota di Stanievitch sono pure dimostrate queste verità; anzi, più ge- 
neralmente, chiamate rispettivamente 6(My + N, ), (My + N, 2) la totalità dei 
numeri primi, compresi nella forma lineare My + N, inferiori ad #, e la somma 
dei logaritmi neperiani dei medesimi numeri primi, e indicata, come al solito, 
con s(M) la totalità dei numeri inferiori, e primi relativi ad M, si deduce che: 

Non v'è limite al di là del quale cessano di esistere numeri, che verificano le ine- 
quazioni 


ax ax 
M % ——_—€ I ; ——_  . 1; 
0(My+N, 1 < 0ortRa MMy+N,@)< e) se a> 
oppure | 
0(My + N, a) > ——Î” , AMy+N,2)> Ti se a&1. 


@(M).loga (M) i 

Finalmente il Phragmén nella sua nota mostra come i teoremi di Poincaré 
possono trarsi dal teorema analitico fondamentale della memoria citata nel (Cap. IX, 
$ 92). 

I teoremi suenunciati diventano delle evidenze, dopo i risultati, cui è perve- 
nuto de la Vallée-Poussin, dei quali parlerò più sotto ($ 113). 

96. Problema della frequenza dei numeri primi nella progressione aritme- 
tica abbordato da Piltz.—Il problema dunque della distribuzione dei numeri primi 
fra le forme 4y + 1,4y + 3 è compreso nello studio della frequenza dei numeri 
primi nella progressione aritmetica -N:M+N-2M + N-...:-My 4 N°... (il pri- 
mo termine N, e la ragione M essendo interi primi fra loro). 

Sotto tale forma la quistione è stata abbordata da PiLrz nella dissertazione 
citata nel (IX, 82), che anzi questi, ridottosi al caso, in cui la ragione della 
progressione sia un numero primo impari, indica una formola, la quale com- 
prende quella, che fornisce la chiesta totalità ($ 99). 

La dissertazione di Piltz, quand’anche succintamente, mette in evidenza il 
fatto, che generalizzando gli enti, i quali concorrono a costruire la formola di 
Riemann, colla scorta degli elementi introdotti da Dirichlet (Teoria dei nu- 
meri, trad. Faifofer, p. 336) nella celebre dimostrazione del teorema « Nella pro- 
gressione aritmetica -N*M + N*2M + N°... vi sono infiniti numeri primi, se 
gl'interi N ed M sono primi fra loro » si può pervenire a determinare la totalità 
6/My+ N,%) dei numeri primi rappresentabili mediante la forma lineare My+N 
ed inferiori al limite 2. 

Occorre, per andare avanti con chiarezza, cominciare dalla sopradetta esten- 
sione. Io seguirò in questo pe La VatLée-Poussin, che mirabilmente l’ esegue 
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nelle sue preziose Recherches già tante volte citate; mi limiterò ad esporre sol- 
tanto i risultati, e per le dimostrazioni rimanderò il lettore alla fonte. Poscia per 
rinvenire l’espressione di 0(My + N) invece di seguire le tracce di Piltz, stimo 
opportuno di iniziare il mio modesto contributo alla teoria della distribuzione dei 
numeri primi, procedendo col metodo di von Mangoldt , che ha fornito la dimo- 
strazione inattaccabile, e più accessibile della formola di Riemann. 

97. Amplificazione della funzione &(s) per mezzo delle funzioni &(s,y). Zeri 
di queste funzioni. — Comincio dall’amplificazione della &(s). Fissato un carattere 
x; secondo un modulo M (cfr. VII, 54 a 58) indichi 


ni 


bos X;(2) 


n 


una somma estesa a tutti i numeri interi, che siano primi relativi ad M, e di- 
noti È 

r(-%5) 

p 


un prodotto esteso a tutti i numeri primi assoluti, che non |dividano M. Per tutti 
i valori complessi di s, la cui parte reale è maggiore di 1, si ha (Leseune-Di- 
rIicaLeT, Lezioni sulla Teoria dei numeri, trad. Faifofer, p. 339) 


x "0 cup) 


p 


La funzione della variabile complessa s, che nel campo considerato ha l’una e 
l’altra di queste due forme sarà indicata da &(s,y;); sicchè in detto campo, in cui la 
serie e il prodotto infinito sono assolutamente convergenti, si ha 


'X;(2) l 

ATL Vist ala pane 
d) ny. ) 

È Rie, 


" p 


Se y; non è il carattere principale, nella striscia 0<P(s)<1 la serie 
yu 
n 


seguita a convergere, ma semplicemente ; ivi dunque sussiste sempre la prima delle 
due ultime eguaglianze. Circa il modo di comportarsi del prodotto parlerò più 
oltre ($ 102). 

Nel resto del presente $ suppongo essere y, un carattere proprio. 

Per definire la funzione &(s , %;) in tutto il piano si comincia dallo estendere la 
funzione & di Riemann; e per far ciò prima si amplifica la Y (cfr. VII, 64). 
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Però questa funzione amplificata non può essere la stessa per tutti i caratteri x,, 
e bisogna distinguere il caso, in cui / è tale che y,(— 1) sia + 1, da quello, in 


cu'a 1)=—1, (VII, 59, 56). Pongasi 
Y.(c,%)= DI ye M; 


evidentemente il secondo membro equivale a 


n*ra 


[1+,(- D]X gg (Me Hr; 


n=l1 


quindi la funzione Y, ha un valore diverso da 0 se y,(-1)=1, ed è sempre. 
nulla, se x,(-1)=—1. Pongasi 


nera 


Y.(2,%)= S %(2). ne M ; 


n=z-n 
evidentemente il secondo membro equivale a ‘ 


n°ra 


[1-2;(-1)] yy). ne, 


n= 
‘ 


e questa ha un valore diverso da 0, se xy(—-1)=—1, ed è sempre nalla se 
(-1)=1 | | 
Corrisponderanno dunque alla funzione Y del (Cap. VIII, $ 64) la Y,, quando 
x,(--1)==1, e Y, quando y,(-1)=—1. Ciò premesso nelle pag. da 51 a 64 
del lavoro di pe LA VaLLée-Poussin si trova dimostrato quanto nel resto di que- 
sto $ andrò enunciando. 
Se, nel caso di y;(— 1)==1, si pone 


1 di 1 1 bi 1\ 
= f Y.(e,g)e® de +3 e.) f v(c.7)c rido = 
O e: LI #} 

4 ni 


dove M 
1 ‘ 2h 
ex) == Bc, 
A\Aj VN è d M 
si ha 
miss 
(124) {e,4=(7)T(3) 5,(5,%;) ; 
e, nel secondo caso di y,(—1)=—1, se si pone 


pe di 1 da 1\ i 
zifi Ye, 4;)0 * de + D (1 f Ya (e ’ >) @ *do= Es, %) » 
1 Da 
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-dove 
M 
83 (4) = —L_ Yy;(£) sen DEL 
VM k=4 
si ha 
Tm = s+1\7!, 
(125) se) =(T)' TT) 6%) 


Le (124), (125) definiscono la funzione Ss, %;) in tutto il piano della varia- 
bile complessa s. 

98. — a) Vengo ora agli zeri delle funzioni &s,y;), che sono gli elementi 
analitici per mezzo dei quali va costruita la formola, che si ha in mira. Conti- 
muando per ora a supporre x; un carattere proprio, la funzione &(s,;) non ha 
radici, la cui parte reale sia > 1; ne ha infinite reali, che sono i poli di 


5 [ARE 
r(5). CIOÈ 


o quelli di (i), cioè 


*.—0,--2,-#, a —-2m,.«i, quando x(1)=1, 


=—-l,-3,—5,...,.—-(2m-{1),..., quando a b_=1 


e in ultimo ha un'infinità di radici non reali Y;, la cui parte reale è compresa 
fra 0 ed 1 (cfr. osservazione finale di $ 102), e che sono gli zeri delle funzioni 
€ 0 $,. Queste funzioni $, e £, sono funzioni intere di primo genere, sicchè potrà 
scriversi 
} s (Y.)s 
E (s ’ %) = £,(0 »%) Gi TI (1 va 2) e° 5 


Vi 
so 


Es, x) = 6.(0,x) e" IT (i no si DEA, 
i i 

essendo la è e le (r;) dei convenienti parametri dipendenti da j, ma non da s. 

5) Se il carattere x; è improprio rispetto al modulo M sarà proprio rispetto 
a un divisore di M (VII, 57). Epperò quanto è detto nel $ 97 va lievemente modi- 
ficato, ma la conchiusione espressa nell’alinea 4) di questo $ rimane valida. 

c) Sia y; un carattere incompleto rispetto al modulo M, contenendo esso come 
fattori componenti i caratteri principali relativamente ai moduli 4,71, 4,72... ,/,°. 
e caratteri diversi dal principale pei fattori rimanenti di M. Se poniamo 


na M 
ZA 


il carattere y; eguaglierà un carattere y;, proprio 0 improprio rispetto al modulo M, . 
Poichè 
1 


IT (e pren 


£[s,4;(mod. M)] = 
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si avrà 


%5 (a , mod. 2) (1 Us (fa , mod. M,) 


Z[s, ;(mod. M)] = (1 - TE TE )£cs » %; (mod. M,)]. 


Ora l’ultimo fattore del 2° membro &[s,%; (Mod. M,)] possiede le radici, che- 
gli attribuisce l’alinea 4). I fattori precedenti si annullano nei punti 


2hri — logy; (A, , mod. M,) 2iri — logy;,(?, , mod. M,) 
log A, SO 0 log A, 
i =. —23 BIOS ERESSE 


i quali evidentemente sono tutti situati sull’ asse immaginario; dunque la fun- 
zione &(s,;), nel caso che y; sia un carattere incompleto, possiede tutto questo 
insieme di radici, parte reali, parte puramente immaginarie, parte complesse al 
di fuori degli assi. Ed è necessario qui notare che sia fra le radici reali, una. 
volta, sia fra le puramente immaginarie, più volte, può presentarsi la radice 0; 
in conseguenza a questa in ognuna delle Z(s,y,) io attribuirò il grado di mul- 
tiplicità »;, convenendo che sia 2; nullo, se 0 non è tra le radici. In tutte tre 
le ipotesi degli alinea 4), 4), c) indicherò con €; le radici di qualunque specie della 
funzione &(s, X;). 

4) Sia finalmente j=0, cioè rappresenti y; il carattere principale: si ha, 
analogamente al caso dei caratteri incompleti, 


1 1 1 
{m=0- (i) (i), 
e quindi &(s,y:) possiede oltre le radici di £(s), le altre puramente immaginarie 


2hri 2kri 2hni 


eri. = nn LARIO, 1 
leg® + dog&, Sii *aeheÈ & ia ea 


In questo caso #=0 dà sempre la radice 0, quindi il grado di multiplicità. 
n, della radice 0 è m + 1. A simiglianza dei casi precedenti indicherò con 6, le 
radici di qualsiasi specie di £(s,y,), mentre quelle di £(s) le ho già indicate con 
c (VIII, 68). 

La &(s,%,) possiede inoltre in comune con &(s) il polo 1. 

99. Contribuzione dell’autore del presente scritto alle leggi di distribuzione 
dei numeri primi (da $ 99 a 112). Formola per la totalità >(My + N , ) dei nu- 
meri primi compresi nella forma lineare My + N, e non superiori ad x, trovata 
estendendo il metodo adoperato da von Mangoldt per 3(7). — Non s’ incontra dif- 
ficoltà ad estendere le funzioni A, e 9 adoperate da von Mangoldt [IX, 78, 5), e 
79). Se 7 non è potenza intera d'un numero primo, le predette funzioni verranno 
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definite dalle eguaglianze 


E(x) 


A(2,r,1)=YL (MEO, g(e,r,;)= so 


n=1 


Ju L(#) X;(2) 


logn n° ; 


e, se 7 è potenza d'un numero primo, lo saranno da 


Ae, "%;) _ Metto 30% %;) 1 RT, 


x+0,r, e—- 0,r, 
ira g(a + sun 40, 


Si avrà perciò i 
gara) = [ Mae,r,y)dr . 


LU 
ie 


Ciò premesso tutte le deduzioni della seconda parte della memoria di von Man- 
goldt, che si riferiscono a quanto ho detto nel (Cap. IX, $ 78 a 81), si possono 
con lievi modificazioni imitare, e si ricava: 

Indicando y; un carattere (modulo M) completo, allorchè i termini della serie 


infinita D;_ 


Pil, 
° sono ordinati, in guisa che i moduli delle y; formino una suc- 
i 
cessione non mai decrescente, questa serie è convergente per tutti i valori reali 
di 7, e per tutti i valori reali positivi di 4, e allorchè # >1, la sua somma è 


rappresentata dalla espressione: ‘ 


Poor 
—Mae,r,%) — da | 2n go ECE y(-1)=+1 ’ 
e dall’altra 
E(r,%;) sii 
VI Dr ON ti pei 


sicchè, se si pone per brevità 


o \ 
a; gear 
nel primo caso = 
D i »> ì i È Z r+2n | 
va n= 


— se —r-2ne1 
DI o a x r Ha 
nel secondo caso > -—_ cure ma 
der 


sì potrà scrivere 


(126) Ma,r,g) =— SUO) da n, 


coll’avvertenza che, se, per avventura, alla variabile reale 7 è attribuito il valore 
ATtti— Vol. XI— Serie 2°-—N.° 1. 19 


—b 
e di una c, reale, nel secondo membro, in luogo dei termini 


e ee 


NRE »%;) (napo 


bisogna porre 
: Cles) "ip 
] 
ra Za egli 


Se y; indica un carattere incompleto diverso dal principale, la medesima e- 
guaglianza resta valida, purchè la X includa anche la sommatoria relativa alle 


Cc. 
radici puramente immaginarie, che allora viene ad acquistare la & relativa. 
Se == 0, ricordando quanto ho detto nel $ 98 e), in luogo dei termini 


RI. Soa) "An 
mr AO I Soa 
bisogna sostituire 
; (1,%;) ua 
] 
im (— Gr, al LO ) 


cioè IRR 

+ x) Xi 

"i mp1 E90,%) DIO x) njloga. 

Se x, è il carattere principale, allora la presenza del polo 1 introduce al 2° 
membro di (126) un altro termine, e si ha 


© na do) | 
(126') Met aa ue Zia ’ 


coll’analoga avvertenza di poc'anzi in quanto ai valori di » eguali alle radici c,, 
o al polo 1. 

Da questi valori della funzione A si passsa poi a quelli di 9, integrando da 
» ad co. Se quest’ intervallo non comprende alcuna radice della funzione &(,%,) 
si ha 


DI 


g(e,r,4)=log&(r, 4) +Y tes cdr, SEO; 


©; 


se invece l'intervallo (»,cc) comprende la sola radice 0 delle £(7,;), e quindi 
dalla &(r.y,) la sola radice 0, e il polo 1 si ha 


lo, (ur+ pu __ el" co gt 
rar le a Sa 4) L +f ia dti: - duff E auf 


loga 


togli er° i © n°°*% 
(127) o} f du— f du l+ I 0a = dr 
0 


log 307 


ia — n 81%) _ logr e" — e" e $: se” 
g(2,r,y)=log°7 sf ——T _ du — du{+ DAI ro a 
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Faccio ora 7—=0; ricordando (IX, 81; X, 83) che 


logarnati—— 7 0 7% 
i ear du — f Side Li tei 
(7A (74 


loge 
losz:1 —. 67° o 
ip uf — du=logloga +0, 
0 logx 
si avrà 
n ld (13%) 4 Ia 
9(2,0,%)=log(— — Li(@) — n (loglog @ + C) + p dr 
we Je, r—c, 
c40° 0 
7 n E(r »X ;) XL tg 
Ico, 1)= te (O) a (logloge + C) + dì SÉ nera 


c#0 0 


Dinoto ora ad imitazione di Riemann con ,f(My + N, #) una funzione, che 
eguaglia 6(My + N,) se N ed # non sono punti di discontinuità di questa fun- 
zione 0, vale invece 6(My + N, 2) + - se lo è un solo di essi, e infine è cguale 
a 6My+N,%)+ 1, se lo sono ambedue: pongo inoltre 


41 
Ho 


fi(My +N, a)=f(My+N,&)t+3 - f(My+N, x 1) 41,144 N E O 


e chiamo con 1,w,,wt,,...,.M—1, i numeri primi con M e inferiori ad M; 
si ha 
g(2,0,4;) =f(My +1,2)x;(1) + (My +, @)y;(p,) + ---+ (My +M— 1, <)y;(M-1) 
j=0,1,2,...,9M)-1. 
Questo sistema fornirà facilmente il valore di (My +N,%), quando nei 
primi membri si sostituiscano per le funzioni y i valori ultimamente trovati. In- 


fatti essendo N primo con M, cd inferiore ad M sarà eguale ad una delle w.. 
quindi moltiplicando ordinatamente le equazioni del sistema per 


1 l l 
Yo(N) È X(N) 6; Aa Xom)-1(N) ‘ 


sommando, e tenendo presenti le (73) (cfr. VII, 58) si trae 


È 1 1 
e Vi cc 1) x 7) eni n) (PEA) n 
fi My3 N,8)= 7; | 6 [(- oO (£C VR i CI i A 


po(M)=1 
H Q(M)-A 
+L 1 1 ito d 
(128) i(@) — (loglog2 +0) Y SAI 1NI Y I aaa 
J=0 0 
curo 
1 (ce) tie, 1 tr, *“e(M)_1 
da et) \ ni drei 
| i %(N) p i Ù 1 Li Lom}-1 (N) radi Co(M)t 
| c4#0 Ù Cg(M)_1t0 ì 


ia 
Trattando questa coi fattori di Mébius come la (88) nel Cap. VIII, $ 69, 70, 


sì ricava 
) ®(M)mA —rteo 
p(R È p(R) 9 a ® 
\ = Li 
edit Li nil» E TZ 70 +02 DA map Ai 
(129) 1 È pino —r+ a 
5 pi Rara Me: nf 
Pea IS ——— dr |. 
Tao zX k re, iron a p p TT Co(M)a vue 
c,0 Li 0 9( ) 
1 , Cos * 


Se in quest ultima si pone successivamente N=1,p,,p,,...-,M—1l,esi 
moltiplicano ordinatamente le eguaglianze ottenute per x,(1), x;(h,) ; xi(ha) 3 -- è, 
x;(M — 1), si ricava, se j=0, 


(80 rie-@m+n=S HO) L;(a3) +4 XY a 


cw#0 LL 


dove # + 1 indica, come al solito, il numero dei fattori primi diversi di M. Se 
poi #0, si ottiene 


/(My +-1,2)g;(1) + /(My + ps 2); (1) +-+ /(My +M—1,2)y;(M—1) 


Po 
pr) 
I) Zi, ca Pes 
c;j#0 
o più brevemente 
f(x) 1 ml 
(131) Vu;(n)=%+Y È #0 r=e,; 
n=l cj#0 * 


In virtù di (130) e (181) la (129) può assumere la forma 


f(x) 


” pia \ 
(132) (My +N,2)= i pae 10 DI X(2,) + 
1 f(x) 1 f(@) 
+ Dv ++ I role | 


che fra breve sarà oltremodo utile. Del resto, tenendo presenti le relazioni (73) 
del (Cap. VII, $ 58), con considerazioni semplicissime apparisce che il secondo 
membro della (32) è identico al primo. 

Nel caso particolare che M sia un numero primo, a formole analoghe ma 
meno perfette di quelle del presente paragrafo giunge il PiLtz nella sua disser- 
tazione (IX, 82) per una via più astrusa della presente. 
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100. Nuova distinzione frai caratteri d’un numero. Caratteri appartenenti a 
un esponente. Somma dei caratteri d’un numero N appartenenti ad un esponente 
privo di fattori quadratici. — Per ottenere l’estensione dei risultati di Cesàro 
menzionati in fine del $ 94 occorre procedere ad una valutazione assintotica del 
secondo membro di (132). 

E per far ciò introduco una nuova distinzione frai caratteri, la quale con- 
duce a graduare le diverse parti dell’anzidetto secondo membro, secondo l’ordine di 
grandezza, col quale esse aumentano al crescere indefinitamente di x. 

a) Comincio dall’esaminare i caratteri secondo il modulo 2°, e pongo per 
ora da parte il caso di 8=2, che esaminerò in ultimo. 

Il grado 2*° dell’equazione binomia, che serve a determinare detti caratteri 
ha per divisori 1,2,2°,..., spia quindi le radici di ciascuna equazione 


i aSiSB-2) 


sono comprese fra le radici di 
PB? 


= 14; 


e quelle di tali radici, che sono radici primitive di 
e 1 

elevate a potenza 2° danno 1, e a potenza inferiore non dànno 1; quindi i ca- 
ratteri corrispondenti sono tali che elevati a potenza 2’ dànno, quali che siano gli 
indici x, e A, il carattere principale, ed elevati ad esponenti minori non dànno, 
quali che siano x e X sempre yx,. Dirò che tali caratteri appartengono all’ espo- 
nente 2°, e ve ne sono, per #7>1,29(2°) = 2‘; per (=1, oltre ai 29(2)=2, vi è 
l’altro 7,50 anch’esso appartenente all’esponente 2. Laonde frai 2° —1 caratteri, 
secondo il modulo 2°, che restano dopo escluso il carattere principale, ve ne sono 


3 appartenenti all’ esponente 2 


23? » » » Pil 
3° » » » Da 
ci — » » asti 


e per verifica si trova 
Ere rana — De _1, 


Poichè una radice primitiva di un'equazione binomia elevata successivamente 
ai diversi numeri primi relativi al grado dell'equazione, ed inferiori a questo, dà 
tutte le radici primitive della medesima equazione, ne segue che uno qualunque 
dei caratteri dell’uno e dell’altro gruppo 
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appartenente all’ esponente 2’, elevato ai successivi numeri dispari 1,3,5,..., 
2° — 1, dà tutti i caratteri dello stesso gruppo appartenenti all’esponente 2°. Due 
caratteri conjugati appartengono allo stesso esponente. 
Se 8=2, non vi sono che due caratteri y=1,x={(—1)°; ed è x°=%- 
Quindi il carattere diverso dal principale appartiene all’esponente 2. 
5) Considero ora i caratteri secondo il modulo 4°. Il grado g(4°)=4° ‘(A—1) 
dell'equazione binomia, che serve a determinarli, abbia per divisori 


Ì adi ’ d, MIS, (4°) ; 
quindi le radici di ciascuna equazione 


vs 


sono comprese fra le radici di 


.U 
Po pelilà —S QI 


e quelle fra queste radici, che sono radici primitive di 


elevate a potenza è; dànno 1, ed elevate a potenza minore non dànno 1; quindi 
i caratteri corrispondenti sono tali che elevati a potenza ;, dànno, quale che sia 
l'indice v, il carattere principale y,; ed elevati ad esponente minore non dànno, 
quale che sia l'indice v, sempre y,. Dirò che tali caratteri appartengono all e- 
sponente è;, e ve ne sono 9(8,). Laonde frai (4°) — 1 caratteri secondo il modulo 
h° , che restano dopo escluso il carattere principale, ve ne sono 


®(d,) appartenenti all’esponente è, 


9(d,) » » » d, 


o[o(£°)] > » » (4°); 
e per verifica sì trova 


P(d,) + o(0.) + ----+ g[o(A7)] = (49) —1 


(cfr. Leseune-DiricHLET, Teoria dei numeri, trad. Faifofer, p. 22). 

Inoltre, se uno dei caratteri appartenenti all’esponente è, si eleva successiva- 
mente alle diverse potenze indicate dei numeri primi relativi a È, e inferiori a. 
questo, esso produrrà tutti i caratteri appartenenti a questo esponente. Due carat- 
teri coniugati appartengono allo stesso esponente. 

c) Infine mi occupo dei caratteri secondo il modulo 


M—= 28471473... 1°, 
"1 2 m 


— 51 — 
‘Si sa che essi sono definiti dalla eguaglianza 


Y(n, mod. M)= y(#, mod. 29)y(2, mod. n°) ..-Y(n, mod. ASY i, 


Suppongasi che i caratteri componenti appartengano rispettivamente agli e- 
sponenti 2*,3',3°,...,3°”, e sia A il minimo multiplo comune a questi espo- 
nenti; evidentemente, quale che sia #, è 


x(n, mod. M))A=1. 


Elevisi invece y(2, mod. M) ad un esponente A' minore di A, dico che non 
s’otterrà, quale che sia #, sempre 1. Infatti vi dev'essere, frai numeri 2°, 3,9", ..., 
3°, almeno uno, che non divida 4'; suppongasi dunque che A' diviso per 3,3", 
3" dia per resti d ,4",d"=+0, e sia invece divisibile per gli altri; scelgasi 7 
in modo che dv, non sia multiplo di 3', e invece 4, sia multiplo di 3", e 4, 
di è"; e quindi 


y(1n, mod. 291 , Y(n, mod. nona — di i Ha, mod. e 1 
y(n, mod. Mi — (n, mod. n= y(n, mod. RE 15% 


Dirò dunque che il carattere y(2, mod. M) considerato appartiene all’ espo- 
nente A. | 


Gli esponenti 2°,3',3",...,3° sono rispettivamente divisori di 
e (1° o sui 
2 ’ g(A. 4 ’ (hi. 2) cy Cz E (kh, ) ? 


il minimo multiplo comune A è formato dunque con fattori primi figuranti in 
questi ultimi, elevati ad esponenti non superiori a quelli con cui compariscono 
in essi; A è dunque un divisore del minimo multiplo comune di 


Mata yo le); on). 


Questa e qualche altra semplicissima considerazione permettono di conchiudere : 
Se 1,A,,4,,... è & sistema dei divisori del minimo multiplo comune ai numeri 


i (6), 


1 caratteri rispetto al modulo 


M— 28471373... hm, 
4 2 m 


che restano dopo escluso il carattere principale, si ripartiscono in gruppi di caratteri 
«rispettivamente appartenenti agli esponenti A, , A,,... 
Si potrebbe, anche in questo caso, calcolare quanti sono i caratteri appartenenti 
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a cìascuno degli esponenti A, e ritrovar poi la totalità 9(M) dei caratteri , ma, per- 
brevità, ometto questa verifica. 
101. — Per la ricerca attuale importa, dato un numero N primo con 


» 
= 


M=-244"1... 4°, 
1 m 


calcolare ia somma dei caratteri y(N, mod. M) appartenenti ad un esponente as- 
segnato privo di fattori quadratici; vale a dire, se si indicano con W=2,%,, 
(,-- 1 fattori primi differenti di 


e(M) = 295 ..A0 deea 


Li 


si vuole la somma dei caratteri del numero N, secondo il modulo M, apparte— 
nenti ad un esponente che sia eguale o ad uno dei fattori 7, o al prodotto di più 
di questi fattori elevati a prima potenza. 
Distingo tre casì 
a) M=?f; allora g(M)=2*'; non v'è dunque da considerare che i ca-- 
ratteri appartenenti all’esponente 2, i quali sono 


Yi(N) i (— a E %s(N) — (- 1} : Y(N) 5 DE i È 


se 8>2; e invece si riducono al solo y(N)=(— 1)° se p=2. 
Ora ricordando la definizione degl’ indici a, e X data dalla congruenza 


N=(—1)*.5* (mod. 2°) 
si ha che se 8>2, sono 
a=0,° A5pari se N=8y+1 
a=1, À impari » N=8y4+3 
a=0, A impari » N=8745 
a=7; è pari » N=8y+7. 


Se poi 8=2, è A=0, e, secondo che N è della forma 4y+1,04y+3, 
a è eguale a 0 o ad 1. i 
Perciò se M=2928, si ha 


(N) +x:(N)tx(N)=3, se N=8y+1 


N=8y +3 
(N) + (N) + (N) =—1, se N—=8y-+5 
; N=8y-4+7; 
se invece M—4 
x(N)= 1 se N=4y+1 


x(N)=—1 » N—=4y7+3. 
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Osservando che se M=2*> 8, secondo che N diviso per 8 dà o no per resto 
1, è N residuo o non residuo quadratico di 24; e se M=4, secondo che N di- 
viso per 4 dà o no per resto 1, è N residuo o non residuo quadratico di 4, il 
precedente risultato può enunciarsi: 

Se si indica con p(N ,2) una funzione numerica, che vale 1, se N è non resi- 
duo quadratico di 2°, e se N è residuo quadratico di 27, vale —3, se 8>2, vale — 1, 
se g=2,la somma dei caratteri di N rispetto al modulo 2°, appartenenti all'espo- 
nente 2, è data da p(2)p(N,2). 

5) M=%°,0(M)=4°'(&—1), e siano g,=2,9,,%;-.. i fattori primi 
di questo prodotto. 

Vi è un sol carattere appartenente all’esponente 2, ed è (— 1)”. 

Pei caratteri appartenenti ad uno qualunque degli esponenti 7 impari, biso- 
gna cercare la somma delle potenze v"° delle radici primitive dell’equazione 2°=1. 
Ora essendo 9 numero primo, tutte le radici, eccetto 1, sono radici primitive; 
quindi, per un noto teorema sulle equazioni binomie, la somma cercata è eguale 
a —1, se v non è divisibile per 9, ed è invece eguale a g7—1, se v è multiplo 
di g. Osservando che nel caso presente, secondo che v è o no divisibile per g (sia 
questo 2, o un fattore REGNO dispari), è N residuo o non-residuo g'° di 4°, può 
trarsi da quanto finora s’è detto in quest’alinea che: 

Se 8’ indica con p(N ,q) una funzione numerica, che vale 1, se N è non- go 
q° di h°, e vale invece 1—q, se N è residuo q'i° di h°, la somma dei caratteri di N 
rispetto al modulo h", appartenenti all’esponente q, è Geri da v.(q)p(N , q). 

Suppongo ora che si tratti dei caratteri appartenenti ad un esponente A==%;,%i,%iy: + 
essendo %, , %,, È,» ... indici tutti differenti, e di cui uno può essere anche 0. Bi- 
sogna allora ricorrere alla regola di Cauchy, che fornisce la somma delle potenze 
simili delle radici primitive d’ una equazione binomia, regola già citata nel 


(Cap. VIII, $ 69). In virtù di essa si ha che, se %;,,%,:%,:-.. sono i fattori primi 


di A, che dividono », la richiesta somma di caratteri è 
B(A)(1—-9;)}(1-g (1-9)... ; 


sicchè se v è primo con A, la precedente espressione riducesi a p(A4). Questo risul- 
tato converrà enunciarlo nel seguente modo : 
Se A= Qi, Yi, Gi, << «è @ SÙ pone 


(N, gi YP(N 3 Gi)e(N 34)... = (N, 4), 


la somma dei caratteri di N, rispetto al modulo M=h", appartenenti all’esponente A 
è data da p(A)p(N, A). 

c) M= 29%. MATA TA1)...(4,—1); e sia- 
no, come al solito, Re 1) 4,»--. i fattori primi differenti di quest’ultimo pro- 
dotto. 

Comincio col determinare la somma dei caratteri di N, secondo il modulo M, 
appartenenti all’esponente 2. 
Arti— Vol. XI— Serie 2°— N 1, 20 
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Poichè 
y(N, mod. M) = y(N, mod. 24)y(N, mod. n° 1) ...Y(N, mod. i) : 


e l'esponente, cui appartiene il carattere, che sta al primo membro, è il minimo 
multiplo comune degli esponenti, cui appartengono i caratteri componenti; così 
se il primo esponente è un numero primo, i secondi debbono essere o 1 (cioè i 
caratteri relativi debbono eguagliare il carattere principale), o debbono essere lo 
stesso numero primo. 

Nel caso dunque che tal numero primo è 2, e che sia B>2, dev'essere 


g(N;;mod. PF) = 1 (30 DE 
yN, mod. 2°!) =1, (— 1)" 


y(N, mod. 2°") —1,(-1)". 
Perciò la somma dei caratteri, in questo caso, è data dall'espressione 
[1+(-D°+(D'+(-12%]0+(-1)*]...[1+1)'?]-1. 


Se B=2, il primo fattore del primo termine di questa espressione si riduce a 
1+(—1)°; e se 8<2, questo primo fattore va soppresso del tutto. 

La espressione soprascritta vale — 1 nella supposizione che non tutti gl’ir in- 
dici del numero N relativi ai moduli 2%,4,71,...,4,° siano pari; e quando in- 
vece questi indici sono tutti pari, equivale a gra lseB>2,a2"!—1 se 
B=2, a 2"—1 se 8<2. Ma secondo che si avvera l’una o l’altra ipotesi circa 
gl’ indici, il numero N è un non-residuo o un residuo quadratico di M; dunque 
può conchiudersi : 

Se si indica con (N ,2) una funzione numerica, che vale 1, se N è un non-resi- 
duo quadratico di M, e, quando N è un residuo quadratico di M, vale 


1 SDA: se BZ 
O o >» B=2, 


I =ig3 0° » pu, : . 


la somma dei caratteri di N, rispetto al modulo M, appartenenti all’esponente 2, è 
data da p(2)p(N , 2). 

Passo ora a determinare la somma dei caratteri di N, secondo il modulo M, 
appartenenti ad un esponente, che sia un numero primo dispari 9. i 

In tal caso vi dovranno essere uno o più caratteri componenti appartenenti 
all'’esponente 7g, e siano essi quelli relativi ai moduli 


EP, 


sicchè il fattore primo 7 è posseduto dai corrispondenti » numeri (47). In con- 


tel — 155 — 
dei 

seguenza, se indico con w,=1,%,,0,,...,6,, le radici dell'equazione binomia 
at, la richiesta somma di Cardini è data dall’espressione 


05 Pan) porto Sl ORC ST Ad fia 


a Questa vale — 1, nella supposizione che non tutti gl’ indici va, ,Un3--+:%m 
B- siano divisibili per 9; e vale invece g —1, se tutti detti indici sono ich 
| per g; ma secondo che si avvera l’una o l’altra ipotesi circa gl’ indici di N, que- 
sto è un non-residuo g'°, o un residuo gi del prodotto n, o: si potrà 
«dunque conchiudere : 

sia il modulo M decomposto in fattori pr imi eguale & 


PO AO to o POS evi ol 
e sia il fattore primo dispari q comune a 
5 Un {ni Un, 
200 An, ”, Q(An, 3) TICINO An, pa 


# 
=% = 
e sv indichi con p(N,q) una funzione numerica, che vale 1, se N è un non-residuo q'° 
3 w, w 
del prodotto h,.' bote RX , e quando N è un residuo q'° di questo prodotto, vale in- 


vece 1—-g", allora la somma dei caratteri di N, rispetto al modulo M, appartenenti 
all’esponente q, è data dalla funzione u(q)p(N ,9). 

Finalmente si tratti della somma dei caratteri appartenenti a un esponente 
Mec. .. essendo gl’ indici è,,%,,i,,... tutti differenti, e di cui uno può 


essere anche 0. Colla a dei precedenti OR si perviene alla proposizione: 
SeA=qQr,gi,Gi---, e sì pone 


P(N.9; )P(N 9; )P(N, di)... = (N, A), 


73 somma dei caratteri di N, rispetto al modulo M=2"h,71...h, ©", appartenente al- 
l'esponente A è data da #(4)p(N, 4). 


102. Convergenza del prodotto I(i- 10), quando y è un carattere non 
pe: > 
pri ncipale, ed s è reale compresa fra 0 ed 1. In tali ipotesi sussiste l'identità ana- 


lo Ja a e di Eulero ved 2-4 La funzione &(s,%), quando è 
Me 
Rs)> 1 è definita dalle espressioni assolutamente convergenti 


1 


it 
5(5,9)=% Ge die 
A I (1-4 


E 
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dove la somma è estesa a tutti gl’interi x primi relativi col modulo M, e il 
prodotto a tutti i numeri primi assoluti p, che non dividono M. i 

Se &(s) è compresa fra 0 ed 1, la serie converge (ma non assolutamente) ,. 
il prodotto invece diverge ; la funzione &(s;) può ancora essere definita dalla som- 
ma; ma non è più lecito asserire che abbia luogo l’eguaglianza col prodotto. Però 
può dimostrarsi che se x è un carattere non principale, ed s, essendo astretta a 
prendere solo valori reali, scende fra 0 ed 1, il prodotto si serba convergente (non 
però assolutamente), e l'eguaglianza fra serie e prodotto continua ad aver luogo. 

Ecco con quali restrizioni può estendersi al caso in esame la proposizione di 
Kulero. 

La (126) può scriversi sotto la forma (cfr. 2 99, e Cap. IX, g 78) 


E(x) | s(8) sla 3) 


*u(p)logp, )logpn Ù % (Pa “VIE Pa (pà )l0g Pa (5.4) a 
L + nl DER SL A 
x SE day Pn x Pa” Li PI Pr 5(5,%) D dr 


dove alle c, per comodità, si è soppresso l'indice /j, ma non perciò esse cessano 
di indicare le radici della funzione &(s,y) contenente il carattere y, che si con- 
sidera. 


ces 


tende a zero. Per mostrarlo, indicando con s, un altro numero, come s, compreso vd 0 
ed 1, faccio prima vedere che Dir 5 tende a un limite finito per # =, e poi fon- 


dandomi su di ciò, mostro che lim VS 
Chiamo ordinatamente c e e" le parti reale ed immaginaria di c: è noto 
[$ 98, 4)] che c è sempre inferiore ad 1. Essendo # un numero reale arbitrario 


dé espressione IC pi) 


può scriversi 
Cs 


m)°—* cos(e' log(e + m)) — a°7*cos(e'loga)] + 


i[(2-+m)"1sen(c"log(2+m))— a°-isen(e’loga)]} ; 
ossia, applicando alle due funzioni reali 
a°1cos(e'loga) , &° 7 sen(e"loga) 


il teorema di Lagrange sul valor medio si ha 


(c+m)a 


citag = = | (+) 70! [(c'-s,) cos (c' log (2-+mw))—c" sen (c' logia +mm) )] 


+ i(e+m'm) 747 [(c'—s,) sen (c' log (2-+m'm))-+c"cos (e' log(2+m72))]}, 


essendo n, due numeri reali compresi fra 0 ed 1. Poichè è <1 risulta e'—s,—1<0. 
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Fissato # arbitrariamente, e facendo crescere 7 indefinitamente, z-+nm ed 2 +" 
SL Carloni” mesi 
cresceranno anch’ esse indefinitamente e lim ET i 20 


LZ Ce $ 


Ora con. considerazioni analoghe a quelle adoperate da von Mangoldt [cfr. IX, 

78 e), f)) potendo giustificarsi la inversione dei simboli limite e 2, sarà lecito 
conchiudere 

lim Z dna diliiana:. ARIA 


xe=%0 es 


e quindi anche 


0 


lim | wi (C+ mA 9 7 


il (ti 
(4 


Perciò, in virtù della nota condizione di Cauchy per l’ esistenza del limite, 


ke 


1 
l’ espressione Fa —; » al crescere indefinitamente di 4, tende a un limite finito. 
Ora supponiamo s,<#, e sia s=s— n, sarà 


C-- peo 
“i 


x 
» 
> any 2 x, 

es e—-s 
(è) ce 


Al crescere indefinitamente di # il primo membro tende a un limite finito, 
lo stesso quindi deve avvenire pure dal secondo membro, 4" cresce indefinitamente, 
dunque 


cs 


2 0h 
lim Y} Ii 
ev Cs 

SC 


E(x) 


In conseguenza il valore di Y L(n) Da più sopra scritto mostra che per 
nzi1 
s reale compreso fra 0 ed 1 la serie XY L(n) e è convergente, e che 


n=1 


Y(Pn) 108 Pn , X°(Pn)108Pn ar x(Pa)l0gP, tend, (LIA) 
>( pet po pi 100 )=_- ARA 


n=1 


Moltiplicando per ds, e integrando frai limiti-s ed co, sì ricava 


x(fne z ni È i (Pa 1, : )1og£6,) 
n=1 Lig À p 
cioè 

— Zoe(! 0 log&(s,2) 


n=j 
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e infine ; 


Il ‘a ta) 


=t(5,%) - 


Resta così estesa l’identità di Eulero. La convergenza del prodotto però non 
è assoluta perchè DE è divergente per sS 1. La convergenza del prodotto prova 
ancora il fatto che la funzione &s,y) non ha radici reali comprese fra 0 ed 1, 
o in altre parole, come fu costatato per la &(s), che tutti gli zeri compresi nella. 
striscia 0<R()<1 sono non reali. i 

103. Valutazione assintotica della funzione 3(My + N, «). Formole assintoti- 
che di distribuzione, le quali estendono alla forma My + N il teorema trovato da 
Tchebichef per 4y #1, e le formole assintotiche date da Cesàro. Teorema di 
Poincaré sulla totalità dei numeri primi complessi di Gauss. Estensione di que- 
sto teorema ai numeri primi ideali nel campo corrispondente all’ equazione 
x°+1=0.— Procedo ora alla valutazione assintotica annunziata a principio del 
$ 100. Essendo s una variabile reale, considero la serie 


(Pa) 
S,%)=" =D 
5(5,7) 2 » 
estesa a tutti numeri primi non divisori del modulo M. Si è già notato (VII, 59; 
V, 31) che quando x è il carattere principale essa si riduce a 


e che allora è convergente per s>1, divergente per s £1. 
Ciò premesso suppongo che il carattere y appartenga all’esponente A. Prendo in. 
esame la serie 


i( A ua 1 Xp) 1 x) ) 
i 
( ) È JAH-1 pas JA+2 p Tra T7A PS p ch 2» +. 


i l = 
Essa è assolutamente convergente per s > FAFI Infatti il modulo del ter- 


mine generale non supera 


Ì 1 l 1 1 l 


eva t bactoe= ro ae Ga stele 
FA + l PI jA + 2 Pe gni tai E 3 PECE E 


che è minore di 


l l Il 


ATI ( pisa tran 1 ) 
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cioè di 
Fa 1 
1 pae 
ja+i;__l 
Bi 


dunque la serie dei moduli dei termini della serie (133) ha i suoi termini infe- 
riori a quelli della serie 


1 
1-2 pi 
Dl n 
7 wap) Veni 


Ora questa s’ottiene da 


ATI 3 Di el 


moltiplicandone i termini per fattori, che non superano un numero finito; quindi con- 
. . Le ' 1 = 
"vergerà insieme a questa, cioè per s > TAI che era quanto voleva dimostrare. 


In virtù del $ precedente è convergente per s> 0 la serie 


gi (XP) 1 ME 1 ) 
DI DE ur. Bei Liar asere ta o i 


perciò in virtù pe noto teorema della teoria elementare delle serie, sarà conver- 


gente per s> ———, la serie, che s’ottiene sottraendo termine a termine da questa 
- la (133), cioè 
sind Ep) DSC RA I 
i Pa 9 Di POE E > gi 7 ar ped sw ta) ? 


PRE sa 1 4 
‘e quindi con più ragione per s> gi oin altre parole la somma 


TAB 1 x-*(p,) 
nie +3 PE i Sino DIE +4 


n=zi n=zi Pio 


a E DR : li Eng PCS 
per "s2 Ea rappresenta una quantità finita. Per > la serie indicata dalla se- 


x CARE, 5 . 1 
è convergente, quindi pure sarà tale la prima; ma per s= FA 


la ppsida diventa divergente, lo stesso deve pure succedere della prima. Perciò 


conda sommatoria 


SZ è il massimo valore di s, pel quale sono divergenti le due serie: potrò 
dunque scrivere 


w'/XP 1 2a) 10) 

ata) 
lim (& Pop 
np TE JA 
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e applicare il teorema di Cesàro (Cap. V, $ 29). Mediante questo, posto 


1(P,) 1 X(P,) L'A GAR 
se cd mtetali paem)= => 


Pr 2 Pr 2) 
n=i ezi 
(72) x 
x ta =Y e ? 
nl Pn c=1 
potrò dedurre 
lim apa,(---4+4, de 
x2% 5, — ba — = + b, jA 


Ora, restando convenuto che nel resto di questo capitolo frai numeri primi 
enumerati dalle funzioni > siano esclusi quelli, che dividono il modulo M, si può 


scrivere 
5(x) ; 5) $ 328) a Coe 
ne È rp x 2941 Ls(a8)4 Lo li 1 PT + Doni 1 x L'allle 
= n=1 n=l 
be4-b + +6,=U25) ; 
in conseguenza 
S(2) 3) : sd) 37 ; n) 
p3 1243 XL £(r)4+- e A 1x8) E ndt+_ 70 x 22, 1 
a n—1 nl n=1 n=1 n=1 = a 
a L — j 
sc4) 


Questa eguaglianza può tradursi nel sistema 


4 = @ cao dA 
5(£) 1 3(x? ò CARO | 5(284) ; S(a9-) 
Lung Xtdtitali X 2h X tti 200 


n—=1 n=1 


Vi e Re bg << 
“ at ade tte) (+9, 


dove, si noti, i denominatori delle frazioni, che figurano al primo membro sono 
tutti non multipli di A, e invece al secondo membro figurano tutti multipli di 
A. La ©; indica una funzione, che, al crescere illimitato di z, diventa infinita di 


- I x — 161 — 
Sip: 4 


ordine inferiore a 3(25). Questo sistema zi riassumersi nell’unica eguaglianza 
assintotica. 


3) d 1 sl) e ee : H28®) 
Lxr)+3 z (Pt + +3; ; aa TE Tesi x xrt75 I Lrdt-+ 
nel nl Per 
sd 535) 
1 A 1 e ì = 1 CRE 1 5 
DALI 3 x Pt 7i > x(pt =) + A) tale 29)+.--|. 
n=l nl È 


Da essa, applicabile a ciascun carattere che non sia il principaie, mi pro- 
| pongo eliminare tutte le sommatorie successive alla prima, e ricavar quindi il 
valore assintotico di questa. Per far ciò occorre Si due casi: a) A primo, 
| 5) A composto. 

a) In questa ipotesi i caratteri x°,7°,...,7°" sono tutti, come y, apparte- 
nenti all’esponente A; posso a ciascuno di essi applicare la medesima eguaglianza 
(134). Fra la primitiva | (134), e lè dedotte si hanno A —1 eguaglianze, sa quali 
prima rimpiazzo la « ordinatamente con 


“NR Re 
c,33,0, GA 
e moltiplico per 
REL 1 
- be e 
: ‘ica A] 
| poi la « con 
e moltiplico per 
ca 1 1 1 1 
=” RETAIL 


È: e via continuando. Si ottiene così un sistema, che, come quello del (Cap. VIII, 
_3 69), può essere trattato coi fattori di Mibius. Nel caso attuale, moltiplicando 
le equazioni del sistema ra rara per (1), p(2)...., suAT1),p(A+1), 
E pA+2,...,p(24 —1).p(24-4 1).... e sommando si ricava 


Uiy , 


sa) Ea gh 
I, "A A 1 i Hi È DA : o Ì = ì 
uo. =_|xDX ae IFMAZ ora SE ir Ze ae mita 


Ta 1 a | 
A p(A i DX rapina Ik 7544 
‘ Il secondo membro si può notevolmente ridurre; infatti è facile vedere che il 


ba: 
cora S(’), se si pone j=/ a‘, essendo /' non divisibile per A, è una 
— Vol. XI— Serie 2°-— N° 1. 21 
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somma di funzioni p estesa ai divisori di 7°, e quindi è nullo (cfr. VIII, 69). Non 
restano dunque che i termini, in cui j =1; perciò si ha finalmente 


Na) 


x xr=—}7 Xe ati Xe 842 RA È 


e poichè, nell’ ipotesi di quest’ alinea, p(A)= —1, posso scrivere 
j Sx) 


x 0) = A} Le +14 1 oa) 4. t 


n=1 


5) Decompongo A in fattori primi, e suppongo che si abbia A=a788.../. 


Sviluppo il prodotto 
gA)=A(1 -1) (ì o pt (i =.) i 


ed ho 
A A 
n RI RO } _—_ © 0 0 — — -—— 0.00 
(A) ne a DE 
I caratteri 
ole: BR RC ut” cala 


appartengono rispettivamente agli esponenti 


FAN 
abc 


A 
Fate gl RIT, 


quindi, se A contiene fattori quadratici, nessuno di questi caratteri sarà princi- 
pale; ma se A non contiene fattori quadratici, l’ ultimo dei precedenti caratteri 
sarà il principale. 


Nella prima di queste due ipotesi posso scrivere eguaglianze come la (134) 
relativamente a tutti i caratteri 


moltiplico ordinatamente per 


1 
diano Le 


qsso 


i abc 


e sommo. Con tale artifizio si vengono a sopprimere dall’eguaglianza (134) tutti 
i termini, in cui compariscono frazioni aventi i denominatori non primi con 4; 


“a 
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se quindi chiamo con 1,v,,v,,...i numeri primi con A, la (184) si riduce a 
* x LI sO. 
3) 39601) soa) a) Mat") 
Vi CAT 1 ’ 
Zumt,, Yx (p) +1 ;D Xp+- +7 Do rdtap I + =0. 
n= n=l1 mn n=l 


Se invece A non contiene fattori quadratici, potrò scrivere eguaglianze come 
la (134) per tutti, meno l’ultimo, dei caratteri 


x , 0 dg Cale] Le” ti A II o iii Ai te. sla 5 
e, operando come poc'anzi, risulta 
I 4 IE SU 
S(a) 2900) O ts 4-1) S(a87') 
È l 
DEDE È, += DI x(t +7 wa (Pa tapi Dp)+= 
n=l n=l n=l n=1l 


pla} SE +3 IONI i SMR. ci 


della quale è caso particolare la precedente, giacchè questa risponde all’ ipotesi 
p(A)=0. 

I caratteri x ,y=,... sono pure essi appartenenti all’esponente 4, quindi l’ul- 
tima eguaglianza trattata coi fattori di Mébius, come lo è stata la (134) nell’a- 
linea precedente, dà 


sx) Ds 


DEA pa} Lx) + 1 COSTARE 


n=zi 


la quale è dunque quella, che in ogni caso porge assintoticamente il valore di 
“(a) 


Laz). 


nai 

104.—Si hanno adesso tutti gli elementi per la valutazione assintotica del 
secondo membro di (132), nella quale in virtù d’un noto teorema della teoria ele- 
mentare dei limiti (IV, 23) potrà rimpiazzarsi la funzione / con 3, sicchè si abbia 


pi Ue) 


1 
SMy + N, a)= N) Sa) {4 O x (ADE SAL e Yao na(N) DI Xo(M)-1(Pn) (. 


Delle sommatorie, che figurano al secondo membro, hanno il medesimo va- 
lore quelle corrispondenti a caratteri appartenenti allo stesso esponente A: e pro- 


priamente hanno il valore 


pay} Late8) 4 Lat) 4 Ls). | 
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perciò l'insieme di tali somme equivale a quest’ultima espressione moltiplicata per 
la somma dei caratteri del numero N appartenenti all’esponente A. 

Tenendo presenti i risultati del Z 101, ed assegnando il valore 0 a e(N,A), 
quando A ammette divisori quadratici, sì rifletta inoltre che il sistema dei divi- 
sori A, di cui nell’enunciato finale del $ 100, è contenuto nel sistema dei divi- 
sori del numero g(M); però quest’ultimo sistema può contenere in dippiù altri di- 
visori, pei quali la funzione p è nulla. Si conchiuderà dopo ciò che la totalità 
s(My+N,) dei numeri primi della forma My4N, e non superiori ad #, è data 
assintoticamente dalla formola 
(135) I er EIPLOEE VESRI I@ 4 Lo poli | 
la sommatoria essendo estesa a tutti i divisori A, diversi da 1, di 9(M). 

Casi particolari. 

a) Se sì fa M==4, ed N successivamente è eguale ad 1 e a 3, la pre- 
cedente ‘formola dà luogo alle due 


\suyti, a=7 i 
(136) < 
Mt Ya) + Lo) +.. st, 


le quali sono le formole di Cesàro rese più complete, e costituiscono un perfezio- 
namento del teorema o legge di distribuzione di Tchebichef (cfr. $ 94). 
5) Se si fa M=?f, essendo 8> 2, si hanno le formole 


l = gi 3 2 3 
Xîy +.N,@) = pr Me) — pe) arde) — e Ya). 
se N è della forma 8y-+ 1, e 
d2°y + N,0)= oggi 0) + JAP ita sa )+ DS a+. 


se N è delle forme 87 3, 84y+5, 874 7. 

c) M sia un numero, pel quale sia possibile colla riga e col compasso 
la divisione in parti eguali del cerchio, cioè sia M= 2°7,4,...4,, essendo 
h,=2"4+1}}j=%+1,. ky, Pia o(M} = arnie 
e quindi 


l 1 1 1 LE L 
My + N, 0) = Spr rcragzi | Î0) +-p(N,,2) (FM@M)+ + FIX) +-+-] | l 


4) La formola (135), e quelle segnatamente, cui essa riducesi nei casi 
particolari notati negli alinea 4) e c), possono essere utilmente applicate per de- 
terminare assintoticamente la totalità dei numeri primi fra gl’interi complessi, 
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la cui norma non supera il numero reale positivo 2, e poi ad estendere il teo- 
rema ottenuto, conforme a quanto annunciai nel $ 95. 

E in primo luogo si consideri il campo degl’ interi complessi generato dalla 
forma 4,44,?, essendo, come al solito, è radice dell’equazione quadratica 2° -+1=0. 
Riterrò qui e in seguito come non essenzialmente distinti i numeri associati, cioè 
quelli, il cui quoziente è una qualsiasi delle unità: e allora si sa (vedi le fonti citate 
nel suindicato $ 95) che dei numeri primi complessi con norma non superiore ad 4 
ne fornisce uno (avente per norma 2) il numero primo reale 2, uno ciascun nu- 


El 


mero reale positivo della forma 4y + 3 non superiore ad #*, e due ciascun nu- 
mero primo reale positivo della forma 4y + 1, il quale non supera ; di modo che 
la totalità cercata è espressa dalla formola 


1 
1-+3(4/+ 3,23) 2349 +1,2). 


Sostituendo in questa i valori forniti dalle (136) si ha 
1 a 1 3 ì £L 1 , 1 1 1 = 
IEEE PX) A) PH). =14%o) , 


nella quale 3(z) non è enumerato il fattore primo 2, sicchè 1 + 3(4) esprime la 
totalità nei numeri primi reali positivi non superiori ad 7. Si può quindi enun- 
ciare il teorema: : 

Ia totalità dei numeri primi complessi, dei quali la norma non supera il nu- 
mero reale positivo x, appartenenti al campo generato dalla forma a, + a,i, essendo 
i +1=0, eguaglia assintoticamente la totalità dei numeri primi reali positivi non 
superiori ad x, e perciò assintoticamente è espressa dal logaritmo integrale di x. 

A questo risultato è per altra via pervenuto il Porxcarié nella memoria ci- 
tata in secondo luogo a $ 95. Mediante la formola (135) esso può facilmente e- 
stendersi. 

Supposto p un numero primo reale positivo dispari, pensiamo il campo dei 
numeri interi generato dalla forma 


a, + ar + ay? +... + apr”, 
dove 7 è una radice primitiva dell'equazione 
a-L1=0- 


Com’ è noto (vedi Bacaxann, Zahlentheorie, II Theil, XVIII Vorlesung) 
per potere, quale che sia il numero primo dispari p, estendere a questo campo le 
medesime leggi della divisibilità degl’ interi reali, occorre introdurre i così detti 
numeri ideali. Mediante tale ampliamento i fattori primi, in cui un numero può, 
ed in un unico modo, decomporsi potranno essere effettivi, ma saranno general - 
mente ideali. Tutti i numeri primi ideali del campo sì potranno ottenere mediante 
la decomposizione in fattori primi ideali dei numeri primi reali. 
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Il numero primo reale p dà nel campo considerato un solo numero primo a- 
vente per norma p. Per trovare quanti numeri primi nel medesimo campo dà ogni. 
numero primo reale 9 diverso da p, bisogna trovare l'esponente A, cui appartiene, 
secondo il modulo 7, il numero 9: tale esponente, come si sa, è un divisore di 

ui 


1 A 
A DumMert 


o(p)=p—1, e allora il numero 9g si decompone nel prodotto di 


primi ideali di ognuno dei quali la norma è %°. 

Or poichè numeri congrui, secondo il modulo p, appartengono allo stesso e- 
sponente, se N è uno qualunque dei numeri 1,2,...,p—1, e A è l’esponente cui 
N appartiene, secondo il modulo p, i numeri primi reali compresi nella medesima 

5a” 
A 
dei quali la norma è sempre la potenza A4"* del numero primo reale, che 1° ha 
fornito. 

In conseguenza, di numeri primi ideali aventi la norma non superiore ad #, 
i numeri primi reali racchiusi nella forma lineare py + N ne forniscono 


forma lineare py + N genereranno ognuno numeri primi ideali, di ciascuno: 


p_l - 
2 NPy+N 2°) Li 


Laonde la totalità dei numeri primi ideali del campo considerato, aventi norma 
non superiore ad #, è espressa dalla formola 


pi 
l . A 
1+(p_bDY7Uoy+N,a4). 
(i 


Questa sommatoria è estesa ai possibili valori di N, cioè a tutti i numeri 
1,2,....,p—1. Ora io dico che essa può trasformarsi in un’altra estesa soltanto 
a tutti i divisori A di p—1. Infatti dei numeri 1,2,...,p—1 ve ne sono g(A4) 
appartenenti all’esponente A, e questi tutti sono di p residui degli ordini indicati 


dai divisori di o, e non residui degli ordini indicati dai rimanenti divisori di 
si n ; 
p—1; in conseguenza la funzione 3 py+N,<A) per tutti i g(A4) numeri N ap- 
partenenti al medesimo esponente A, avrà sempre lo stesso valore. Indicando perciò 
con N, uno qualunque dei 9(4) numeri N anzidetti, la precedente formola potrà 


scriversi 
‘ 


(A 
1+(p- DE 2 3(py 4 Na, 08). 
A 


Il termine della sommatoria di ordine di grandezza più elevato è (p—1)%py4+1,%), 
e la parte di questo di ordine più elevato è 3(z); sicchè può dirsi che in una 
prima approssimazione, anche nel campo corrispondente a qualunque numero primo 
reale positivo dispari p, la totalità richiesta può essere espressa assintoticamente 
da 3(‘), e quindi anche da Li(z). 

Però v' ha un caso, in cui l’approssimazione, con cui (4) esprime il risul- 
tato è pari a quella raggiunta nel teorema surriferito di Poincaré. 
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Suppongo che p sia un numero primo reale positivo di Gauss, vale a dire 
della forma 2° + 1. Allora i successivi divisori di p — 1 sono 1,2,2°,...,2°. 
In conseguenza la formola ultima trovata diventa 


LI 


a 
- e 
142°) LE) s(py +N:2”) 


ss 


e poichè N,, solo per "=% è non-residuo quadratico di p, in virtù della formola 
dell’alinea c/, si ha per la totalità richiesta 


a-A y “i 
14M2)+ L | oe) o_o {+ 


(29) e) TI; 


r=a 


ma le somme fra grappe sono nulle, dunque la precedente somma si riduce ad 
14+%(), nella quale 3(7) non è enumerato il numero primo p, sicchè 1+ 3(2) 
esprime la totalità dei numeri primi reali positivi non superiori ad 7. Si può quindi 
con pari approssimazione che nel teorema di Poincaré enunciare: 

La totalità dei numeri primi ideali, dei quali la norma non supera il numero 
reale positivo x, appartenente al campo generato dalia forma 


LA + a,r + a,” +e. P_i ail ; 


essendo r radice primitiva dell'equazione binomia x° +1=0, è cui grado é un nu- 
mero primo reale positivo della forma 2° +-1, eguaglia assintoticamente la totalità 
dei numeri primi reali positivi non superiori ad x, e perciò assintoticamente è espres- 
sa dal logaritmo integrale di x. 

105. Distribuzione dei numeri primi fra le due classi dei residui e dei non 
residui quadratici, d’un dato numero M. Estensione al caso dei residui g'° (7 es- 
sendo un fattore primo dispari di 9(M)). Illustrazioni numeriche. — La legge di 
distribuzione di Tehebichef è caso particolare di una legge ben più generale. Mi pro- 
pongo la ricerca della distribuzione dei numeri primi non superiori ad # fra le due 
classi dei residui e dei non-residui quadratici del numero M. Basterà immaginare 
scritta la (135) per tutti i numeri N primi con M, inferiori ad M, e residui 
quadratici di M, e sommare le formole risultanti. Occorrerà dunque calcolare 
la sommatoria Yp(N , A) estesa a tutti i predetti valori di N. Comincio dal caso 
A=?2. Suppongo, come al solito, che il numero M decompostò in fattori primi sia 


2 


eguale a EA LÀ, che a, siano gl’indici di N relativa- 
' r 
mente al modulo 24, e % + --- 3 Va +--- Va, 3 0*0 0 Va + <-* ‘n Siano quelli rela- 
MIR a a Tn Un Vac Da 
tivi ai moduli &,',... datti Rao RE Mal 
Se N è residuo quadratico di M, tutti gl’indici sono pari, basta che ve ne 


sia uno impari, perchè N sia un non-residuo quadratico di M. 
Inoltre dei possibili valori per ciascun indice, metà sono pari e metà impa- 
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ri. Quindi i possibili valori pari degl’ indici sono 1 per a, = ®(2°) per X (suppo- 
sto B>2), D: pk, 9 perni Si e(4,) per v,; in conseguenza la totalità dei 


residui quadratici di M, frai numeri N primi con M ed inferiori ad M, è data dall’e- 


spressione mc g(M). Se fosse 8=2, tale espressione si muterebbe in Di #(M), 
e se B<2 in 3a (MI). 
Sicchè (cfr. 8 101) 


Im 
Xe(N, 2)= aa 9(M) se BD>2 
1-27! 


=-—,- g(M) » B=® 


OMH 
< 


pom 


1-2 
= rr R04) oe B<2, 


Calcolo ora Ye(N,%) con 9 primo dispari. I fattori di (M), che posseggono 
il fattore primo dispari 9, siano 


Va Un Un, 
Pn, 1) 9 Qin, 3) LAM A (An, ) È 
Dei possibili valori pari di v,,,%n,;---,%,, Ve ne sono rispettivamente 
w l Dn 
a IPRORZIOE =. Teese 
) ù 4 2g (( Nyo ) 


divisibili per 9; quindi dei numeri N, già residui quadratici di M, che siano 


(05 LIO JE do lo) l 1 
ancora residui g'° di no A I Pia ve ne SONO Sa 7901): supposto B> 2, e 
quindi dei numeri N già residui quadratici di M, e che siano non-residui g'° di 


"1 
Tg. 
q 


[oi uo [ai 
ho hn3...h," ve ne ha 


gomiti 
4 


Nel caso che sia B—=2 0 B<2 l’esponente nm + 2 si muta in wm+ lo in 
m. In conseguenza si trova subito Ze(N,92=0 (ctr. è 101). 

In modo analogo ragionando per le altre Xe(N,A), si perverrebbe alla con- 
chiusione che anch’esse sono nulle. 

Si potrà dunque enunciare la seguente legge: 

La totalità dei numeri primi non superiori ad x e residui quadratici di 


[ni lo) a: è 4 
M_=2à%!...4,", seB>2, è data assintoticamente da 


1 l 3 l 1 l I 
giri | MA) + 1-2" [FI +7 IEMT PAS]. 


cin conseguenza quella dei numeri primi non superiori ad x, e non residui quadratici 
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di M è fornita da 


gm __ 


a Xx) +3 1 3198) br: Ls) era sta sie 


Se B=2, 0 B<2, l’esponente mn+ 2 si muta in m+1,0 m. 

Ecco dunque la legge più generale di distribuzione, che comprende in sè la 
legge di Tchebichef. Se si cerca in quali casi particolari quella si riduce a que- 
sta, si trova che ciò non avviene che o quando 8=2,w=0, e si hanno proprio 
le formole (136); oppure quando 8=1, oppure 0, ed #==1, e si ha un teorema 
che, in una prima approssimazione, può enunciarsi : 

Ogni numero potenza di un numero primo dispari, o doppio di una tale potenza, 
in media, ammette tanti residui quadratici primi inferiori a 


a+atbaltatt... 


quanti non-residui quadratici primi inferiori a x — xtoxtxt-... (cfr. pag. 6 
della nota di Cesàro citata a $ 94). 

Fra breve ($ 107) confermerò con esempii numerici le leggi dedotte in 
questo $. 

106. — Un calcolo perfettamente analogo conduce alla distribuzione dei nu- 
meri “sig non superiori ad 4 fra le due classi dei residui e non residui g'° del 


Un 
numero A Te, ..«hn", e poichè la congruenza 2°= N (mod. M) ha o no solu- 


& È Dn opa i» pa È 
zioni secondo che ne ha o no l’altra #°=N (mod. Dn, NERI Sie sì giunge al 
teorema : 
x + - Un (n) VELLA 
Se q è un numero primo dispari fattore comune a (han, )9(%,,2) PRE.) 0) 


la totalità dei numeri primi non superiori ad x, e residui q'î di M è data da 
1 È = ’ 
=|}@+0-M[7 D+ L sla A ha 1 stat) ] i, 
I 

e quella dei numeri primi non superiori ad x e non residui qii di M da 


1 - I - 1 - 
Ha) + PIE FIUMI FU | 


107. — Casi particolari dell’ enunciato finale del $ 105 sono le distribuzioni 
dei numeri primi fra le forme 3y + 1 c 3/ + 2, o anche fra le altre 10y =1, 
e 10y 3 notate a pag. 4 della memoria di Cesàro poc'anzi ricordata. 

Sarà bene, come più sopra ho promesso, confermare con qualche esempio nu- 
merico la legge più generale del medesimo $ 105, e quella del $ 106. 

Esempio I. Sia M=2‘.3°.13=1872,2 =1090; nel calcolare i simboli è bi- 
sogna non computare (cfr. 103) i numeri primi divisori di M; quindi 


4 i 
Sar)= 1605 , Me) =8., Sat)=1, 
ATTI— Vol. XIT— Serie 2°— N° 1. 22 
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e nulle le successive 3; perciò la legge fornisce che vi sono 


1 1\ {e(-#405..- 8 
numeri primi inferiori a 1000, e residui quadratici di 1872, e 158 Si numeri pri- 
mi inferiori a 1000 e non residui quadratici di 1872. 

Dalle tavole degl’ indici (TcHEBICHEF, Teoria delle congruenze, trad. 
Massarini, p. 248) si trova che un numero per essere residuo quadratico di 1872 
deve essere congruente ad 1 secondo il modulo 8, ad 1 secondo il modulo 3, e 
ad uno dei numeri 1, 3, 4. 9, 10, 12 secondo il modulo 13. Ora dalle tavole dei 
numeri primi si riscontra che frai numeri primi inferieri a 1000 non vi sono che 
solo i numeri 313, 337, 433, 601, 673, 937, che verificano tali condizioni; es- 
sendo essi in numero di 6, il risultato che dà la legge assintotica può dirsi sod- 
disfacente. 

Esenpio II. Sia M=2.11°, e= 1300; quindi 


Es & 
Sa)=209... Se) Ia I 
e nulle le successive 3; perciò, secondo la legge vi sono 
1 9 2 
Pr «see dae 
D (209 D di 10 
numeri primi inferiori a 1300 e residui quadratici di 2.11”, e 
1 9 2 
7 (200+3+3)=107 


numeri primi inferiori a 1300, e non residui quadratici di 2.11”. 

I residui quadratici debbono essere equivalenti a uno dei numeri 1, 3, 4, 5, 9 
secondo il modulo 11, e i non residui congruenti a 2, 6, 7, 8, 10; laonde la ef- 
fettiva enumerazione porge i numeri 103 in luogo di 102, e 106 in Inogo di 107. 

Esempio III. Essendo 8 fattore comune a (3°) e a 9(13), cerchiamo la ripar- 
tizione dei numeri primi inferiori a 1000 fra le due classi dei residui e non re- 
sidui cubici di 3°. 13=117. 

La legge del $ 106 dà 


1 1 ] ) 1414 37 

polmoni 1g 1 _sg/40%3 NAM 
pei residui cubici 9 166 8(3 +34 9, sÌ 17 SÌ 
i sarei pd e SEI ci g 14 
pei non residui cubici TI 166 + 33 +3 |> = 487: 


D'altra parte i residui cubici di 3°.13 debbono essere congruenti ad 1 o ad 
8 secondo il modulo 9, e ad uno dei numeri 1, 5, 8; 12 secondo il modulo 13. 
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Ora frai numeri primi inferiori a 1000 non vi sono che i numeri 


58, 73, 109, 181, 233, 307, 359, 467, 521, 541, 577,593, 
701, 811, 827, 863, 883, 937 


i quali soddisfino a queste condizioni. Essendo essi 18, la legge si trova veri- 
ficata. 

108. Modo come varia 3(My + N, ), quando N percorre la successione 
dei numeri inferiori ad M, e primi relativi ad M. Quali di queste forme My+N, 
che così s'ottengono, risultano più ricche di numeri primi. Desinenze »-cifre 
preferite dai numeri primi. Illustrazioni numeriche. — La formola (185) mette 
pienamente in luce come, dato M, varia la totalità dei numeri primi della forma 
lineare My + N fino al limite 7, quando N percorre la successione dei numeri 
inferiori ad M, e primi relativi ad M. Tutte le classi per le quali N è non re- 
siduo quadratico di M, e [considerati fu i fattori primi impari 9 di @(M)] non 
residuo 9° di M, sono fra loro egualmente ricche di numeri primi, e più ricche 
delle rimanenti. Cominciano a scarseggiare i numeri primi quando N diventa uno 
dei detti residui, e segnatamente quadratico; le classi più povere di numeri primi 
sono appunto quelle, in cui N è residuo quadratico di M, e contemporaneamente 
(per tutte le 7) residuo g'° di M. 

Il numero 1 è certamente fra questi, laonde la classe My + 1 è sempre fra 
le più scarse di numeri primi. 

Esempio I. Una importante applicazione di quanto precede è la seguente : 

Chiamando desinenza n-cifra di un nuraero il numero espresso dalle ultime 
n cifre a destra di esso, si vuol determinare la totalità dei numeri primi fino al 
limite 7, che hanno una desinenza »-cifra assegnata, e quindi appurare quelle 
desinenze che sono più o meno preferite dai numeri primi. 

Per rispondere a tale quesito basta supporre in ciò che precede M=10", sarà 
seno ee — 2, — ©; supposta #> I. Ometto il caso di a —=1, pel 
quale s’ avrebbe la distribuzione fra le forme 10y © 1,10y +3 già notata dal 
Cesàro. 

In virtù della (135) si ha dunque la totalità dei numeri primi aventi la de- 
sinenza #-cifra 4, e non superiori ad 4, espressa dalla formola 


1 1 ni l di 1 La 
3A0Y+d, 2) = rg} +02) [AM+ A+ A+ | 


- l 


1 - 1 A 1 L Pi 
+ p(d , 5) [33@+ 39 +---] +p(d,2)p(d,5) [e9 + 100 Ia!) + ce] | 


nella quale eguaglianza, quando 4 è residuo quadratico di 10",p(4,2) è eguale 
a —7 0 a —8 secondo che n è maggiore o eguale a 2, e, quando dè non residuo 
quadratico di 10", p(4,2)=1. Inoltre, quando 4 è residuo quintico di 10", p(4,5)=—4, 
e quando 4 è non residuo quintico di 10", p(4,5)=1. 
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Scendendo al caso particolare delle desinenze bicifre, si conchiude che fra esse 
le meno preferite dai numeri primi sono, le due desinenze, che sono ad un tempo 
residuo quadratico, e quintico di 100, vale a dire 


dig=01, 49. 


Seguono poi le otto desinenze, che sono soltanto residui quadratici di 100, 
cioè 
d,=09 , 21, 29, 41, 61,69,81,89. 


Verranno poi con maggiore predilezione le sei desinenze, che sono soltanto 
residui quintici di 100, cioè 


d,=07,48,51,57,93,99. 


Le più preferite sono in ultimo le ventiquattro desinenze non-residui quadra - 
tici, e non-residui quintici di 100 


d,= 03, 11,13, 17, 19,23, 27,31,33 ,37, 39, 47,53, 99,63, 


67-, TL, 73°, 100480, 1 


Per potere saggiare il grado di esattezza di questi risultati bisognerebbe con- 
frontare, per grandi valori di 2, i numeri dedotti dalle formole, e quelli ricavati 
colla ispezione delle tavole; ed occorre far ciò per rilevanti valori di 4 sia per la 
natura assintotica delle formole, sia perchè, pei valori minori di 2, le differenze 
fra le totalità, per desinenze appartenenti a classi diverse, sono poco sensibili. 
Nondimeno, per moderati valori di z, dette differenze si possono rendere sensibili 
riunendo le totalità delle desinenze appartenenti alla medesima classe. Così in par- 
ticolare suppongo «= 6000. Allora la formola precedente dà come valore della 
funzione 3 per ciascuna desinenza d,., il numero 18,755, per ogni desinenza 4, 
18,780, per ciascuna desinenza 4, 19,755, e per ogni desinenza 4, 19,780. 

Riunendo le dedotte totalità dei numeri primi per tutte le desinenze appar- 
tenenti alla medesima classe e confrontandole con quelle dedotte dalle tavole si ha 


valutata colla formola valutata colla enum. sulle tavole 
3(100y +d,, , 6000) = 37,510 38 
s(100y +d, , 6000) = 150,240 146 
s(100y +d, , 6000) = 118,530 122 
s(100y+d, , 6000) = 474,720 475 


781 781 
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Ecco invece un esempio relativo ad 2 =1000 000 e per un’unica desinenza 
per ciascuna classe 


valutata colla formola valutata colla enum. sulle tavole 
1515 
3(100y + 49, 1000 000) == 1955) = 1960 
1600 
$(100 + 41 1000 000 ) = 1956 Sd 1955 
Ros & 1600 
3(100y +99 , 1000 000)= 1964 TL 1966 
1600 
891 
S(100y | 19, 1000 000) i 1964 —— 1600 1977 


Esempwo II. 


Mi 1908-=2.3°.11., o(M)=00, 9,=2, q=3, l= 5 
perciò 


S(198y +N,a)=— 


Xx) + p(N [tr + Lao) +. | 
+(N,3) i. + p(N,5) [4328 +...) 
+ p(N,2)p(N,3) [1% +..-]+20,5000,2) [13@9+...] 


+ p(N,3)e(N,5) = sal5) E ua -| + p(N,2)p(N,3)p(N,5) [35e) + .-] | x 


Ora supponiamo 2= 6000; frai numeri primi occorre non contare 2, 3, 11 
fattori di M; quindi 


LI 41 1 
S(r)=780 , S(2°)=18 , Mae)=2 , So)=0, 


1 1 
Neffa: (fefy= 0 
HI AR 
seta... ie3)= 0, 
1 
No) =0 ; 


perciò la formola precedente diventa 
3(198y + N, 6000) — O [ 23400 — 285p(N, 2) — 40p(N,3) — 60(N,5)] . 


Ora i 60 valori di N si dividono in otto classi, l’una composta di numeri. 
che chiamerò N,,,, contemporaneamente residui quadratici, cubici, e quintici di 
198. Essa è composta del solo numero 1. Poi la classe dei numeri N,, nel con- 
tempo residui quadratici, residui cubici, non-residui quintici di 198; e così via 
fino a quella dei numeri N, non-residui quadratici, non-residui dabiai , e non- 
residui quintici di 198. 
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Tale ripartizione è indicata dal quadro 


N,, =37,91, 163, 181 

N,, =67, 133 

N,, =89, 109, 197 | 

—25,31,49,97, 1038; 115, 157, 169 

, 19,85, 58, 71,78, 107,125, 127, 145, 161, 179 
=23, 48,65, 131, 155, 175 
—5,7,13,29,41,47,59,61,79,88,85, 95,101; 

113 , 119 , 187, 139, 149, 151, 167, 173, 185, 191, 193. 


22 2 
si 
re 2 
-] 


z 


Valutando le totalità dei numeri primi, di ciascuna delle forme 198y+ N, 
non superiori a 6000, associando quelle corrispondenti alle N appartenenti alla 
medesima classe, e confrontando i risultati con quelli dedotti dalle tavole si ha 


formola tavole 
S4l 
79) era 

3198y + 1 , 6000) = Riz 1800 13 
1684 

—_ DI 

3(198y + N; 6000) = 49 TG 52 

S(198 N 6000 25 sia 29 
( Yy sh 2,59 )= fat D'TERA 1800 
543 

3(198y + Ns ,6000)= 39 90 36 
728 

3(198y + N, , 6000) = 100 7g 94 
Mo? 

S(198 + N, , 6000) = 1573 151 

S(198;, + N, ,6000 79 — 5 9 
STO )= 79 (800 

S(198y + N, ;6000) =316 — ds 330 
SE ) 1800 

780 780 


109. Espressione completa della somma 


a ad Po 
20) | ji u l l 5' 1 
} AMI RR, ESA 
2 
3 
p=n? pian ? p3=N P 


Le generalizzazioni finora operate pongono in grado di estendere parecchi ri- 
sultati rinvenuti nel Capitolo X. 


“336 
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In primo luogo cerchisi la estensione della formola (116) (X, $ 83). 
A tale scopo nelle (127) ($ 99) attribuisco ad » il valore 1. In tale ipotesi 
l’ intervallo (», co) non racchiude alcuna radice €, perciò nei secondi membri non 
occorrerà considerare a parte alcuna di queste; d’altronde si ha [S 98, 4), e Cap. 
V, $ 31, form. (25)] 


bio he ©=g6 = ((1-1)(1-1)..(1-1)] 


e inoltre (X, 83) 


logr jsers »o0 em” 
Kid ©: du— f x du=logloge +C 


0 log 
dunque 
) l ;I (ee) ato 
g(e,1,%)=log [(ì - 3) (ì +e "a n) + logloga + C 2) + sa 
(137) « 
fee w=tet + X aa A jxo. 
Ora ricordando che 
. da 
1 PI n 3 
gol, p=YYPily MALI x 4 
rid p p 
ponendo successivamente nelle (137) j=1,2,...,9(M—1, moltiplicando or- 
dinatamente per 
Ara - 
TE Xom)1(N) Ì 


e sommando si ricava 


1 1 


= n] reo 240438 [(1-3)(1- Ù (1-7) x(N) Sa 


©(M)-i 


ER DE tf 


al 1403 


(cfr. VII, $ 59). 

IIO. Espressioni complete delle funzioni +(My + N, 2),X(My + N, 2), le 
quali estendono le funzioni Y(z),(z) di Tchebichef. Valutazione assintotica di 
X(My + N, ) analoga a quella, che ha fornite le formole di distribuzione di 
%(My + N, #). Teorema di Poincaré sulla somma dei logaritmi naturali delle 
norme dei numeri primi complessi di Gauss. Estensione ai numeri primi ideali 
nel campo corrispondente all’equazione 2"+ 1=0. Illustrazioni numeriche. — 
Le formole, che dànno i valori completi delle funzioni di Tchebichef, 4(x), (wr) 
(X, 84) pure possono ricevere la loro estensione. 


] 


(188) 
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In effetti per la definizione della funzione A(2,7,%,) (cfr. $ 99) si ha 


A(c,0,%;) = (My + 1,2)x;(1) + YMy +4, 2)%;(h,) +---+4(My+M—1,@);(M-1). 


Ora per le (126), (126) coll’aggiunta delle avvertenze relative alla radice 0, 
sì ha 


1 E"0,%) go 
Mat = E e 
CO 
1 8%0,%;) ni 
Ma 0) == Po penis 
(2, X;) n; 4-1 “(0 ,%,) n;loga * c; , 
e; #0 
quindi procedendo come nel $ 99 si trae 
; (M)-i 4 7 neo: ©(M)-1 @(M)_1 
no 1 x n 
M N, = - Ji II e ea) Copa Ri trp MES Zi. 
vat Na= AI È rigo 0 I ge 7 da 
c 
j 


Se in questa ultima formola si fa N successivamente eguale ai numeri 1, 
Bb, 3 ,,--+3M—1 primi con M ed inferiori ad M, e si moltiplicano le eguaglianze, 
che s’ottengono, ordinatamente per 


Y;(1) , YA; (13) s A;(ba) 30° X(M—-1) 
si ritava, seg =0, 
21 1 g"0,%) c% 
1A=- 71 O te È 


essendo qui e in seguito nel calcolo delle funzioni $ esclusi i logaritmi dei numeri 
primi componenti M; e, se #0, si ottiene 


(My + 1, 2)g;(1) + W(My + 1, ; 2)g;(11,) +--- + My +M—-1,2){;(M—1)= 


1 L®;*(0 i 4) 
——_ ri — niloga— d, — , 
FI FO) ee È 
che potremo anche scrivere 


1 8""0,%) 


ite Pi 20 L - 
— più Ped Li e dia E 


cy+0 


n ‘ 
3() 323) 5(2°) 
1 E”; (0 { A) 


a‘; ’ . 1 
= LI AO loge— Dee: poter, I 4Poogp + M A(Plogpa te 
c,80 i 


j 


n=1 n=i 
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Per mezzo di queste la (138) si trasforma in 


sa ) Sk) sa) 


Di Mesi 1 
My +N, = ap | Ma ao 20 È a (Pn)! 0gPn+ 20 di e(Pn0gPat+ ii E Yo) (P,08Pn { - 


Trattando questa coi fattori di Mobius, e notando che 


1 4 
p(1) W(My 4 N, x) + p(2) (My + N, 2°) + p(3) (My + N,2*)+...=MMYy+N,%), 
si ricava 


Se) Se), Ma) 


È Il 1 l 
7) XMy+N, x)= 54 Ma Ae (N) È DI Y(P,)! OgPat % Xa(N) È > Val Pn) 10gP,+ Re Agia Tani N) > Yo) (PED, 


dove nel computo delle % vanno esclusi * logaritmi dei numeri primi divisori di 
M. Ho voluto dedurre l’ultima eguaglianza dalla (138) a guisa d’ una ripruova 
di questa, ma, come fu notato a riguardo delle (132) in fine del $ 99, anche la 
(139) può dedursi direttamente con semplicissime considerazioni per mezzo delle 
(73) del (Cap. VII, $ 58). 

HI. — Si può procedere ad una valutazione ‘assintotica del secondo membro 
di (139) collo stesso procedimento adoperato per la formola (132). 

Partendo dalla considerazione della serie 


SX Pu)!0EPa 
d Ba 


LI 


n= 


invece che da quella delle <(s,), e adoperando deduzioni perfettamente analoghe, 
sì giungerà alla eguaglianza assintotica 


(140) AMy+N,2)=—— +e, AUS) +8 ++. gie 


Ds Ì 


Mi astengo dal notare i casi particolari di questa formola e dall’ enunciare 
i teoremi corrispondenti, il che potrà agevolmente esser fatto dal lettore. Noto solo 
che mediante i ragionamenti dei $ 104 4), e 105 possono dedursi i teoremi se- 
guenti, il primo dei quali va attribuito a Poincaré ($ 95): 

a) Za somma dei logaritmi naturali delle norme dei numeri primi comples- 
st, dei quali la norma non supera il numero reale positivo x, appartenenti al cam- 
| po generato dalla forna a + aj, essendo i +1=0, equaglia assintoticamente 
— la somma dei logaritmi naturali di tutti i numeri primi reali positivi non supe- 
| riori ad x, e perciò assintoticamente è espressa da x. 

2 ATTI— Vol. XI— Serie 2°— N° 1. : 23 
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b) Anche nel campo dei numeri generati dalla forma 


! nial «2 De4 
a, + &;r |asrti Pao 


essendo vr radice primitiva della equazione binomia, di grado primo reale positivo 
dispari, x” +1=0, Za somma dei logaritmi naturali delle norme dei numeri pri- 
mi ideali, dei quali la norma non supera il numero reale positivo x, è espressa, 
in una prima approssimazione, assintoticamente dalla somma dei logaritmi natu- 
rali di tutti i uumeri primi reali positivi non superiori ad x, e perciò anche è data 
assintoticamente da x, però se p è della forma 2* + 1, l approssimazione è pari 
a quella del precedente teorema. 

c) Za somina dei logaritmi naturali dei numeri primi non superiori ad x, 


e residui quadratici di M = Le bee , seB>2, è data assintoticamente da 
1 > RA 1 1 
(141) Sa Mx) + (1— 2"2)[A(22) + Met) Me") +.-.J{, 


e in consequenza quella dei numeri pruni non superiori ad x, e non residui qua- 
dratici di M da 


gomiti 


- 


1 4; 1 
(41) 2 (A) +2) + MC) +M +] - 

Se B=2, 0 BZ2 esponente m+ 2 st muta in m+ 1, 0 în m. 

112.— Non bisogna dimenticare che tutte le eguaglianze dedotte sono assinto- 
tiche, laonde non è da aspettarsi di trovare una perfetta identità frai valori cal- 
colati per mezzo delle formole, e quelli ottenuti colla diretta valutazione, quando 
questa è nei limiti della pazienza del calcolatore. Invece i primi valori presente- 
ranno una deviazione, che rappresenta la parte rimanente, la quale, al crescere 
di 2, è un infinito di ordine inferiore a ciascun termine della espressione assin- 
totica. Per dare quindi una giusta idea del valore delle formole rinvenute, pre- 
sento qualche esempio numerico. 

Esempio I Sia M=198=2.3°.11, quindi le N hanno gli stessi valori, 
che nell’esempio II del $ 108. Sia poi « = 2000. Pel calcolo delle funzioni 4 fi- 
guranti nel secondo membro di (140) mi avvalgo delle tavole della funzione y(), 
che si trovano nella monografia premiata di Gram (cfr. IV, 25) e che si esten- 
dono appunto fino ad 7 = 2000. Ottengo 
calcolati direttamente 


colle tavole dei numeri primi, 
e dei logaritmi 


calcolati colla formola (140) 


eri e colle tavole della funzione Y(2) 


X(198y +1. 2000) 30,41 25,66 
2(198y + N, 3 ; 2000) 121,67 130,67 
X(198y + Ni , 2000) 61,19 57,47 
2.(198y + Nas , 2000) 98,15 91,21 
2(198y +N, , 2000) 244,75 229,34 
2(198y+N;, , 2000) 392,62 379,00 
2(198Y +-N, , 2000) 197,37 186,55 
(198y -- N, , 2000) 789,49 835,75 


1(2000) . 1935,65 1935,65 
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Esempio II. Per finire dò un esempio delle formole distributive (141), (141). 
ee M=2072 — 2.137; 2 —=1300. ; 
I numeri primi non superiori a 1309 e residui quadratici di 2072 sono 137, 
233, 337, 617, 641, 673, 953, 1009, e 1033: laonde si ha 


Somma dei log. nep. dei numeri primi calcolata colla formola (141) calcolata direttamente 
non superiori a 1300 colle tavole 
residui quadratici di 2072 53,80 56,31 
non residui quadratici di 2072 1198,35 1195,84 


115. Teoremi di de la Vallée-Poussin, che comprendono come casì parti- 
colari quelli di Poincaré e Stanievicht indicati a principio del capitolo. — Le 
precedenti formole assintotiche per (My + N, #),>3(My + N, #) sono state tro- 
vate ammettendo la esistenza dei limiti, il che si fa implicitamente, allorchè 
($ 103) si applica il teorema di Cesàro (cfr. V, 29). 

Chi voglia fare a meno di questo postulato potrà limitarsi ai seguenti teo- 
remi, che trovansi dimostrati con tutto rigore a pag. 81 e seg. della II parte del 
lavoro di pe La VaLLée-Poussin, il cui titolo è riportato nel (Cap. VIII; $ 61). 

a) L'espressione 


Zogr, 


"1 ye 
I 


nella quale la sonma è estesa ai numeri primi minori di x, e compresi nella for- 
ma lineare My + N, ha per limite 1, quando x cresce indefinitamente. 

b) Za totalità 6(My+N,x) dei numeri primi della forma lineare My+N, 
e minori di x può essere rappresentoia dalla formola 


lte 


fy N ,a) = —— 
6(My--N,x}) (10 loga* 


ove « è infinitamente piccola per x infinitamente grande. 

Corollarii di questi teoremi sono quelli di Porwcaré e SrANIEVITCE (7 95). 

li4. — Ora l'argomento mi condurrebbe a parlare dei numeri primi rappre- 
sentabili per mezzo di una forma quadratica; ma la lunghezza omai assunta da 
questo lavoro mi consiglia di rimandare lo studioso alla 3°, 4°, e 5° parte delle 
preziose Recherches di pe La VaLLée-Poussin, nelle quali oltre alle notizie sui 
lavori di Dirichlet, Weber, c Meyer, e sulla critica di Bachmann, si trova il 
largo contributo dell’autore al progresso della importante teoria. 
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CAPITOLO XII. 


115. Ragioni, che hanno indotto parecchi studiosi alla ricerca di nuove for- 
mole per la risoluzione del problema della totalità dei numeri primi fino a un 
limite assegnato. Serie di Lambert. Trasformazioni di Glausen-Scherk, e di 
Schlomilch. Valore assintotico dato da Cesaro. Relazione fornita da Schlòmilch 
della somma di detta serie colla funzione &(s). — Le difficoltà, che s’ incontra- 
vano nello stabilire la formola di Riemann con tutto rigore, la scarsa speranza 
di render questa adatta ai computi numerici, volendo pure tener conto della parte 
periodica di /,(7), spinsero in questi ultimi tempi parecchi studiosi a ricercare per 
mezzo di altra formola la risoluzione del problema. 

Malgrado che le nuove risposte non possano competere colla classica trovata 
da Riemann, stimo non poter chiudere il presente lavoro, senza esporre in sunto 
le ricerche in questo indirizzo. 

Una investigazione preliminare, cui mette capo più d’ una di queste nuove 
soluzioni si è la ricerca d'una /egge dei numeri primi, ossia d'una equazione ca- 
ratteristica di questi, vale a dire d’ una equazione tale che fra i numeri d'una 
determinata specie, che comprenda in sè tutti i numeri primi, questi, e solo que- 
sti, siano radici dell'equazione. Ciò non esclude che, fuori di quella specie, vi pos- 
sano essere altre radici dell’ equazione stessa. Alla sua volta questa ricerca può 
fondarsi sullo studio della serie, che ha preso il nome da Lambert. Ond’è che 
occorre che io da questa cominci. 

LAMBERT 2 P. 507 dell’Architektonik (1771) ebbe a considerare la serie 


2 33 
(142) Ka=2+ o» e 


++ 


lx 


in cui naturalmente è da supporsi |2] #1. Si riconosce facilmente (Cada. Ae 
nalisi algebrica, p. 181) 


I che per |2|>1 la serie non converge; converge invece, ed assolutamen- 
te, per |2|<1; 
II che indicando con {, la totalità dei divisori dell’ intero x, la detta se- 


. . . . . a . 

rie, nell’ ipotesi che sia convergente, si trasforma nell’ altra Y{,", sicchè può 
n=l 

scriversi 


(143) Ua)= 2 + 20) + 20° + 3944-20 + PA apra RI Sto: 


III che alla somma £(@) si può dar la forma 


(144) Ce =1t2, pt gi pete +. +5 ai... 


1-2? l-— 
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Quest'ultima trasformazione, segnalata da CLausEN in fine dell’articolo: 

Beitrage zur Theorie der Reihen. Crelle Journal f. d. r. u. a. M, 
Vol. III, p. 95, 1828, 
si trova dimostrata la prima volta nell’articolo 

ScHeERK — Bemerkungen ivber die Lambertsche Reihe. Crelle Journal 
Sf. di. vr. u. a. M., Vol. IX, p. 162, 1832. 

Essa offre il vantaggio che trasforma la serie (142), lentamente convergen- 
te, nell'altra (144), la quale, eccetto quando # è prossima all’unità, converge molto 
più rapidamente. . 

ScaLòmiLcH nell'articolo Ueber die Lambert’sche Reihe. Zestschrift fur 
Math. und Phystik., T. VI, p. 407, 1861, assegna ancora alla £ la forma 


C — log log - 
pr PP: a SR: 1)? ba Es: 
145 -— —————————@m — — 3 log = — 237 ( O — |} sio — cz: API 2) — gia 
log — 
Xx 
dove C, come al solito, indica la costante d’ Eulero, e B,,B,,...,B,,:--. sono i 


numeri bernoulliani. Questa forma conviene specialmente nel caso, in cui # ha 
un valore prossimo all’unità. Per tali valori di + si presta bene l’eguaglianza as- 
sintotica 


che deducesi da 


Coal 1+@,, l+a x x°e(x) 
2l1—-x l+a—-2 


in cui 
oa) 


(Cesàro, La serie di Lambert in aritmetica assintotica. Rendiconti della 
R. Accademia di scienze fisiche e matematiche di Napoli, Serie 2°, vol. VII, p. 197, 
1893). 

Dal punto di vista della teoria, di cui mi occupo, può forse offrire interesse 
la seguente trasformazione pure essa dovuta a ScuuòmiLcH (Zertschrift fur Ma- 
them. und Physik., T. IN, p. 248, 1858). Moltiplicando per f,, ambo i membri 
dell’eguaglianza 


1 1 “ 
ai, SZ -— nu ssd 
=) mf * Aa 
0 


la quale in fondo non è altro che la definizione per mezzo di integrale definito 
«della funzione Fs), sommando da m=1 ad ©, e riflettendo che 


eg: 
=» primi 0) 


si trova che 


ossia per le (142) e (143) 


1 Ce) & Cia e 
tor=mf rd. ‘du , 
= 


e ponendo 


sì ottiene in fine 


lar 
o 
Da 
ui 
o 
da 
e 
Î 
I& 


che è la formola di ScaLémiLcH costituente una relazione fra le funzioni £ e &, 
la quale ultima tanta parte rappresenta nella teoria dei numeri primi. È però evi- 
dente che, affinchè la funzione {&£(s)]? possa assumere questo aspetto, occorre che la 
parte reale di s superi 1. 

116. Equazione caratteristica dei numeri primi rinvenuta da Burhenne, — 
Nel secondo membro di (143) i coefficienti di quelle potenze di x, i cui esponenti 
sono numeri primi, sono eguali a 2; i rimanenti tutti superano 2. Se si giunge. 
ad ottenere l’espressione generale del coefficiente di " nello sviluppo; ordinato se- 
condo le potenze ascendenti di z, della funzione £(#), eguagliando questa espres- 
sione a 2, si avrà un’equazione, la quale, frai numeri interi positivi, ammette 
per radici solo i numeri primi. 

Questo concetto si trova attuato nell’articolo ; 

BurzEnnE — Ueber das Gesetz der Primzahlen. Grunert Archiv der Ma- 
thematik und Physik, t. XIX, p. 442, 1852. 

Si parte da alcune formole prese dagli Esempii di Calcolo di Sohncke, e che 
possono riscontrarsi anche nel più recente libro: FrenET, Recueil d’exercices. 
sur le Calcul infinitésimal, p. 82, Es. 75. Per esse si ha, quando 7 è pari: 


dpi n! 1 1 n! putoe 
—_ e =} Mr ————————_—@—& = | i e rr __@———tr___ 
del 1-2” halo r Flea 21 agi Fb 1 p su 3 
> h=l 2hn 
2 xe — 2 cos 41)? 


e quando 7 è impari 


è > 2h 
tes: 7 cos[7"+(2+1)g,| 
MA n! 1 CE yer tel x r 
de” 1-2" A) ro (eri 1 È che nHl ? 
nia: (et-22008 2711) E 


essendo 9, un arco determinato dalle equazioni 


2hn 2hn 
x — cos n sen 


cosp, = 


SEN 9, — ———m 


1 , 


1 
(e — 2x cos cn - 1) (e 22 cos da + 1) 


b; 


di 
Dalle predette formole si ricava quando » è pari 


31 


z I° dl ! 
(146) (e 1) sal Dgr X cos È" 


ir h=1 
2 


lr 


e quando » è impari 


(146”) 


Sicchè il coefficiente di 4”, nello sviluppo di £(x) ordinato secondo le potenze 
ascendenti di 7, è dato dall’espressione 


i-1 1 
5 h=1 


CD 
DI se Zoo a enna Pot e].L = ala “i i 
n=1 


dove nella sommatoria bisogna porre per è ciascun numero impari, che non su- 
pera », e per % ciascun numero pari, che non supera ‘2. 

Questa espressione fornisce dunque il valore di £,, cioè della totalità dei di- 
visori di n; perciò l'equazione 


i-1 


| 


EG” 
(147) DI Si Sion PT ++01-(- Se xe STI |=2 
n= 


=l 


x 


esprime che l’intero » è primo, ossia sarà un’equazione caratteristica dei numeri 
primi. Essa abbraccia tanto gl’ impari, quanto l’unico numero primo pari 2; ma 
se.si esclude questo, cioè se si suppone n impari, la (147) si semplifica, giacchè 
non solo si annullano i termini del tipo --[1—(—1)"']; ma anche tutti quelli 


«del tipo 


in effetti nella eguaglianza, che negli elementi si insegna 


l 1 
sen (m+ 3)2- sen 


cosa +- cos2a + cos8a + » +. + cosma = 


2 sen TI 


PER; A 


2ar 1 > nn È 5 
posto 2 = - ;M=3F3 k— 1 si trae, essendo sen c% +0 per x dispari, 


$ (Lea nh 
(147) Side )} cos (=2 À 
2 


dove per ? bisogna porre ciascun numero impari, che non supera %. 

Bisogna però non spingere oltre l’applicazione della medesima formola trigo- 
nometrica testè adoperata, giacchè altrimenti si finisce per rendere nulla l’utilità 
dell'equazione caratteristica trovata. Infatti si ha 


sen — 
2nhn i 
b> cos = = — 
î nr 
h=1 2sen — 
i 


A nu big nt e si 
Ora se 2 non divide 2, sen — +0, e il secondo membro dell’ ultima egua- 
2 È 
2 : l pets A 
glianza equivale a — 3; ma se? divide n, questo secondo membro si presenta sotto 


0 è È s age 
la forma 7; ma allora ogni termine della somma al primo membro vale 1, quindi 


la somma equivale ad a Tenendo conto di ciò, il primo membro di (147) si 


riduce a 5-52 + tante unità quanti numeri i dividono #. Perciò in ultima 
analisi, fatte tutte le riduzioni, la (147) diviene f, =2. 

il7. Somma della serie di Lambert ed equazione caratteristica dei numeri 
primi secondo il metodo di Curtze. Soggiunta relativa al caso, in cui la varia- 
bile è compresa fra 0 e — 1. Somma della medesima serie secondo Schlomilch 
per mezzo delle funzioni ellittiche, secondo de la Vallée-Poussin e Hansen 
mediante le funzioni @ di Jacobi, e secondo Catalan e Cesàro mediante inte- 
grali definiti. — La memoria 

Curtze —Notes diverses sur la série de Lambert et la loi des nom- 
bres premiers. Annali di matematica pura e applicata, 2° serie, t. I, p. 285, 
1867 
muove dal concetto di trovare la somma della serie di Lambert, determinare, per 
mezzo dello sviluppo di Mac-Laurin, il coefficiente £, di 2°, ed eguagliarlo a 2. 

Però, nel porre in atto questo concetto, una lieve svista e la non felice scelta 
della variabile nelle integrazioni fa pervenire ad una formola finale non esatta, 
ed irta di indeterminazioni quali sen(zlogz),cos(zloge) per 2=0, ad evitar 


h 
i 
| 
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le quali fa d’uopo ricorrere ad un cambiamento di variabile. Io rifarò quindi nella 
parte essenziale i calcoli, onde rettificare detta formola, e liberarla dalle indeter- 
minazioni indicate. 
Parto dalla eguaglianza nota ( FreweT, Recueil d’exercices de Calcul 
infinitésimal, p. 260, 307) 


—b 


(148) fo seny ydy _m ce 


1—-2xcosy+ a? 8° 4+yi 2 1— xe? 
o 
valevole per 520, e |z|]<1. Supponendo, per ora, 2 >0, assegno a è il va- 
lore — rlog#, x essendo un intero positivo, e moltiplico ambo i membri per «; 
ottengo 


|a 


ip mi x sen y ydy 
1! SJ 1—-2xcosy+ a? (rloga) + y?° 
li) 


e, sommando da = 1 ad r=, si ricava 


n ci AI x seny È y 
5%) [I uf 1—2xcosy 4 a? È (rloga)? + y?" 


(U 


Ora si ha (Cesàro, Analisi algebrica, p. 480, 313) 


y z + 1 1 f-2 bea 


—— zz — —t == 
vini -— 33 Da DI et‘ iz ? 


i ‘ iny E 
e, ponendo in questa z=—", si trae 


loga 
dee id 
co y * 1 ni n ese log. 1 
» (rloga)}+y? = 2y 2 ny loga 
r=zi 


loge — logx 
5 iù 


Sostituendo nel precedente integrale, e tenendo conto dell’eguaglianza 


i x sen y dy_n 
1—-2xcoy+a' y 21-22" 


(i) 


la quale si ricava da (148) ponendovi 4==0 e moltiplicando per %, si deduce 


ic INIBITO. 
logr logx 
ia 19 sen y bn de Pe 
ese 3 DEA. «. —T—_—_t_ dl 
(> = {= ui 1 —2ocosy pat ioga' mm mu 
0 


log loga 
e 5 —t@ x 


Ecco dunque sommata la serie di Lambert nell’ipotesi che sia #>0. Se alla 
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funzione £(z) si applica lo sviluppo di Mac-Laurin il coefficiente di x" è — n £ 0) 
e poichè da (146) si ha 


, de ® ) - 
(2) en 
Vic ae ro 
sì ricava infine 
i TY nY 
logx logr. 
= 1+4I CATS 
sa P_igne T H la 1 — 2x cosy + 2?  loga “TY fi a y 
0 logr loge Tr 
; "MR 
Perciò l’equazione 
lia = RR 
n loge log» 
RT ( sen 7 AR a < ARE 
pot a ea a è ——————_—_—_-_ = —- 1 
x {de"\1 —2xrcosy 4a? loge (Sv FIGA y 2 
o el82 5 loga Ti 


caratterizza 1 numeri primi fra gl’interi positivi. 

Per darla sotto una forma più esplicita bisognerebbe eseguire prima le de- 
rivazione multipla indicata sotto l'integrale, e poscia la risoluzione delle varie 
forme indeterminate, che verrebbero presentandosi nel sostituire 0 ad x. V'è però 
a temere che, a parte la maggiore complicazione dei calcoli, avvenga per questa 
equazione qualche cosa di analogo a quanto è successo per la (147), dopo la so- 
stituzione del valore della sommatoria: sicchè è molto discutibile l'utilità di e- 
stendere la ricerca in questo senso. 3 

Chi n'abbia voglia potrà rinvenire nella nota di Curtze due altre forme, non 
però più semplici, della somma £(). 

158. — Siffatte eguaglianze del Curtze, come anche la (149) applicate al caso 
di #2 compresa fra 0 e — 1 darebbero la somma della serie di Lambert compli- 
cata con immaginarii. Per evitar questi io osservo che, continuando a supporre 
1>x%>Q0,si ha 


\ 
3[%-{-a]= ++; “5a 
Se ora si pone 
1 1 1 
Nast tr ga 
si ricava subito 
(150) £ 2)= £&) — 290(4) + 2902?) . 


La quistione è ridotta a trovare OI&(z). Ora questa si trova con un procedi- 
mento perfettamente analogo a quello adoperato per trovare £(x). Partendo dalla 
(148), e ponendo 5= 2rlog si perviene a 


Ty TY 
e ogr — 2loge 
sen y + e 
151 a=zITTT > IR ET 
{ ) DE ) gie 1—-2ac08y + a' 2logw DI ny Y 


e3o8r e 2088 
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La (150) insieme alle (149) e (151) fornirà dunque senza immaginarii la 
somma della serie di Lambert per negativo. 
i 19. — Posteriormente alla nota di Curtze altri autori hanno proposte nuove 

formole per esprimere la somma della serie di Lambert. 
. Nel brevissimo articolo 

ScaLòmiLca — Notiz iiber die Lambe=-t’sche Reihe. Zeitschrift firm Ma- 
themat. und Phys., XXIX, p. 384, 1884 
s’esprime la somma in discorso per mezzo della funzione senoamplitudine, e degli 
integrali ellittici completi di 1° specie. 
Se K e K' sono i due integrali ellittici completi di 1° specie di moduli com- 


plementari 2,2'=VI1— #, tali che e "E =>, si ha 


K2° 4 
2 


(152) Ka=—- log(1 — 2° cosz + #) sen?am = de: 


Nella più recente nota 

DE La VaLLeE-Poussix — Sur la série de Lambert. Annales de la Société 
scientifigue de Bruxelles, t. XX, p. 56, 1896 

si rannoda la funzione £() alle funzioni @ di Jacobi mediante le quattro formole 


tra 
Aa)= 5. 3 — cotg 3) cotgsds essendo 6@,(2)= St Va bi; Ba sen(2v — l)z 
0 y=1 
n i P 
f — È ima 
È £a)= gf (2 + tes) t92dz » 0.3) = 2Y0° ui” (2y — 1)z 
L 0 y=1 
n 1 nm 
È 1 = 92) a? sen 2z i Si iy 
0 1 — 22? cos2z + sE 
= LI È 
Il = 0'(2) x? sen 22 De 1,3 
=-2f CO] ©. dz » 0,()=142 = x* cos(2vz) 
0 1-4 22? cos2z ++ st 


Le ultime due possono trasformarsi mediante le funzioni ellittiche di Jacobi, 
e dànno la (152), come le due precedenti possono trasformarsi introducendo le fun- 
zioni ellittiche di Wejerstrass *). 


#) In queste formole di de la Vallée-Ponssin avviene che per uno dei limiti la funzione da 
integrarsi si presenta sotto forma indeterminata. Questa osservazione ha ispirata la recentissima nota 
Haxsen — Note sur la sommation de ia série de Lambert. Mathematische Annalen, 
_ t. IV, p. 604, 1901, 

| nella quale si stabilisce l’altra formola 

n 


a=1-1/ 7% 9 ,(4) taadz — s SF4 le igra. 
0 


nl CA ) 


‘A | dove le funzioni da integrarsi si mantengono finite e determinate in tutto l'intervallo d’ integra- 
bo zione, i limiti compresi. 
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Non voglio omettere infine che nell'articolo 


Cesìro—Sur les nombres de Bernoulli et d'Euler. Nouvelles An- 
nales de Mathématiques. INI série, t. V, p. 305, 1886 
sono registrate le due formole 


log 
1 x a a sen (@log d 
“a)=+ va i le vai n (9 gx) LORI 


1 200 __N 
log 1—2x cos(ploga) +? e Il 


Gisele 


vee ai 
“@M= Î ta tb | cotg ($hez)-- in mentiaz sa; 


log — 
X 


la prima delle quali ha molta analogia colla (149), ed è attribuita a Catalan. 

120. Equazioni caratteristiche dei numeri primi rinvenute da Braun e da 
Levi-Civita. Formola dedotta da Levi-Civita per la totalità dei numeri primi non 
superiori a un limite assegnato. —Colla ricerca di una nuova equazione caratte- 
ristica dei numeri primi *) comincia la prima, che andrò esponendo, delle nuove 


*) Ancora della legge dei numeri primi si occupa la seguente pubblicazione pervenutami dopo 
che il presente lavoro era stato già presentato: 

Braun — Das Fortschreitungsgesetz der Primzahlen durch eine tra- 
scendente Gleichung exakt dargestellt. Wissenschaftliche Beilage zu dem Jahre- 
bericht inber das Schuljahr 1898-99 Konigles Friedrich- Wilhelms Gymnasium zu Trier. 

Prescindendo da quanto è già notorio, e da ciò che non riguarda direttamente le quistioni, di 
cui tratta il mio scritto, ecco quello che vi è di osservabile in questo lavoro. È noto (cfr. Le- 
seune DiricaLet — Lezioni sulla teoria dei numeri. Trad. Faifofer, pag. 25) il teo- 
rema espresso dall’eguaglianza 


bi et) LE e(ga)t), Sette ( Pm) * pe ( Pet) r( Prsd 


mt La e ! È 


Ora il Braun dimostra la proposizione reciproca : 
Se un intero x PÈ1 soddisfa all’equazione 


DE (D+ a ()+ Ea) ni Ph te) O ASTE 


esso eguaglia îl numero primo successivo a p, . 
Questa può dimostrarsi nel seguente modo, che a me pare più breve. L'ipotesi può scriversi 


DE (I pi (+). sn (FTA _ (&—-DI. 


D'altronde si ha 


a (fr Pn44? 


pp E e. 
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soluzioni del problema della totalità dei numeri primi. Essa è contenuta nella nota: 
Levi-Crvira—Di una espressione analitica atta a rappresentare il 
numero dei numeri primi compresi in un determinato intervallo. Ren 
diconti della R. Accademia dei Lincei, serie 5°, vol. IV, p. 303, 1895. 
La serie 
sa ti 9,2 af ap 
Ka)=Y a Fast e= 0) — at_y A), 


m=1 m=2 


x 


in cui 4 è supposta variabile complessa, è tale che il coefficiente 4” è nullo se 
m è un numero primo, è invece diverso da 0, se 7 è un numero composto. 
Poichè detta serie è convergente per |z]<1, se si descrive, centro l’origine 


e raggio p=1 , la circonferenza C, lungo questa la serie S sarà convergente, e 
quindi convergente in egual grado, perchè serie di potenze. Sia ora z un numero 
complesso qualunque, purchè finito, e pongasi 2= pe; allora tutte le determina- 
zioni di 2° sono date da e*oep-ia-v0+2%:-br per Z#—...,-2,—1,0,1,2,... Fra 
tutte queste si scelga quella corrispondente a 4 =0, sicchè nelle formole succes- 
sive 2° indicherà e©-'esp4i:-10, Ciò posto per mezzo della serie 


Ce) 
x (4, LIA DÀ Tic = Pr $(@) 


m=z2 


.si formi l'integrale 


1 pî IT n ‘ 
P(2\— lee do E Î20 09/080 , 
(er= SE se)an=£-f e S(pe') db 
c 0 


Dal paragone di queste due eguaglianze si banno 
cx—-1 rl x x 
Fi SAI cet RETI RO LA 
Pa t Di DIS AE 


io sui) 


n Pr 
‘fe—l e—L 
e(_)+e(& ) ANA 
Pura Pa " 


Dalla (# sh ]l)esima di queste eguaglianze si trae 2 < p,.4 + 1; dalle prime x poi si trae che 


la totalità degl’interi divisibili per p, , Pa ;-+-, 9, compresi nell'intervallo (1, — 1) è eguale alla 


totalità degl’ interi divisibili per gli stessi p, , P23---:, compresi nell’ intervallo (1,); cioè che 


-% non è divisibile nè per p,, nè per p,,..., nè per p,; dunque X = P,y- 


Non sembra agevole però trarre da quest’equazione caratteristica un’espressione analitica per 


-S(x), nè una espressione analitica per py in funzione di 3. 


Menziono infine che la proprietà che la somma dei divisori d’un numero x, se questo è primo, 
eguaglia +1, oppure qualche altra più riposta proprietà dei numeri primi, sono state adoperate 
per ricercare equazioni caratteristiche di questi negli articoli : 

Sarpi — Sui numeri primi. Giornale di matematiche Battaglini. Vol. V, p. 371, 1867 


-e Sulle somme dei divisori dei numeri. Z%dem. Vol. VII, p. 112, 1869. 


Però non essendovi in essi risultati notevoli, non ho creduto parlarne nel testo. 
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In virtà del teorema di Cauchy sui residui (BrIor et Bouquer, Théorie des. 
fonctions elliptiques, p. 194) si ricava subito, indicando » un numero intero 
positivo non nullo 

Pin) =0, P0)—=0 P-n)=1-2. 


i 
L'ultima di queste relazioni ci dice che l'equazione 
(153) Pa) =0 


caratterizza i numeri primi /ra gl interi negativi. 
Ciò premesso l’autore mostra che tutte le radici di questa equazione sono reali,. 
e determina, per ciascun numero negativo —, un intorno, nel quale sia com- 


presa nessuna radice di P(2) =0, se x non è primo, o solo la radice —7, - 


e i MITE 1 
è primo. Questo intorno, per nZ 12, è Il intervallo (a- as + I L, 


oppure, non essendovi radici non reali, la circonferenza di centro — x e raggio ua - 
i2I. — Dopo ciò è facile scrivere una formola, che esibisce il valore della to- 


talità S(z) dei numeri primi non superiori ad #. In effetti P(2) può scriversi 


(0.0) 
1 da l ANSE Gi da a 
P= fa ‘== si fe*esaZ=Y See 
“c “o nZ4 


o gf ani, foga x)" (EO_1T2) da; 


essa è quindi una funzione intera, laonde potrà applicarsi il teorema di Cauchy, 

che dà il numero degli zeri contenuti in un area (Brior e Bouquer, Théorie 

des fonctions elliptiques, p. 199); e in conseguenza se, supposto n > 12, 
1 


s’ indichi con C, la conferenza descritta centro il punto —, e raggio 


1 ta ; 
2ri. Piz) 
ara 


n 


gr ? 
l’ integrale 


varrà 0 o 1, secondo che # non è, oppure è, primo; s'avrà dunque per 2212 


I raggi delle circonferenze C, possono assumersi tutti eguali al più piccolo. 
di essi SÙ 19 » © SÌ può trasportare il centro di ciascuna circonferenza nell’ ori- 


gine, sicchè tutte verranno a coincidere coll’unica C' descritta con centro l’ ori-- 
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gine e raggio ;rjzs » Quindi potrà scriversi infine i 


E 
1 Ser Pan). 


Siae he 
6) i) P(2— n) 
c' - 


supposto sempre 2 2 12. 

Questa soluzione è senza dubio ingegnosa, ma quanto lavoro debba ancora 
eseguirsi per decomporre l’espressione poc'anzi scritta in altre di tipo meno com- 
plicato, come se ne possa estrarre il classico valore assintotico Li(«) sono quistio- 
ni, che l’autore non esamina, nè sembra facile il trattare. 

122. Soluzioni di Rogel fondate l’una sul teorema di Wilson l’altra sopra 
una formola di Meissel.— Punti di partenza delle soluzioni del problema in esa- 
me possono essere quei teoremi, che contengono in sè una definizione implicita dei 
numeri primi. Ora fra questi il teorema di Wilson (cfr. Leseune-DirIcaLET, Teo- 
ria dei numeri, p. 58) non era stato fino a qualche anno fa sperimentato. Esso 
è stato applicato alla quistione nella nota: 

RoceL—Ueber Primzahlmengen. Stizungsberichte der Komigl. Bolmischen 
Gesellschaft der Wissenschaften Mathematisch- Naturwissenschaftliche Classe. Jahr- 
gang 1895, N. XXII. 

Il teorema di Wilson dice che, se x è un numero primo, l(#) + 1 è un mul- 
tiplo di n. E può dimostrarsi agevolmente che, se # è composto e diverso da 4, 
In) è divisibile per 2. Segue quindi che posto per brevità, 


2 


PI) SS RR o ESA (E I [DET)]=». 


saranno 
lai Serata \l per 2 numero primo 
= = 4 
PRENDI | 0 » >» numero impari composto, 
n 
n 
LI | 1 y >» numero primo maggiore di 3 
ba = = 
pt N | 0 » >» numero impari composto, 
2n 
E. O : h° 
I Sis To | Ì  » >» numero primo maggiore di 3 
Me= (— 1} 2 =) 
ai O» » numero impari composto, 
2n 
8 
ca 1 » >» numero primo maggiore di 3 
n= =. 4 ; 
PARI o » » numero impari composto; , 
2n 
perciò 


(5) 5) i) e(3*) 


See)= 1 + dx K,;,j=2+ di La; 4a = 2 + db M,;a=2+ b> Noja 


j=1 d=2 j=2 j=2 
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Inoltre l’autore trova i valori di questi fattori di discontinuità K,L,M,N 
per ntezzo di somme di serie. Esprimendo le funzioni trigonometriche per mezzo 


delle esponenziali immaginarie. e ricorrendo poi agli sviluppi (Cesàro, Analisi 
algebrica, p. 282, 284) 


B 
- 9 at) È adiani 
prgn Misa vidi 
2 ù: E, Boi E; j 
Piet SI +.» Lie ito 3 


dove le B e le E indicano rispettivamente i numeri Bernoulliani, ed Euleriani, 
si ottengono 


i) 


ina), 


2541 


I "% pd (4 -) 


2541 


ne e gg 


nelle quali gli sviluppi delle potenze simboliche si ottengono da quelli delle ef- 
fettive, cambiando gli esponenti delle B e delle E in indici. 

Altre espressioni l’autore deduce pure per 3(7), ma non più semplici delle 
surriportate. Sulle quali già v'è da osservare che esse mal si prestano al calcolo 
numerico. Basta notare come rapidamente aumentano i numeri indicati da 9,7, 
s al crescere di x per poter giudicare a quali penosi calcoli condurrebbe l’appli- 
cazione delle formole precedenti. 

Nel più recente lavoro: 

RoceL—Recursive Bestimmung der Anzahl Pr tina unter ge- 
gebenen Grenzen. Stteungsberichte der k. bòmischen Gesellschaft der Wissen- 
schaften-Math. Nat. Classe. Jahrgang 1899, N. XXII 
il medesimo autore dopo aver riprodotte le ricerche che io ho esposte nel (Cap. II, 
$ 10 a 13) trae dalla formola da me indicata ivi con (8) un'espressione analitica 
per 3). Partendo dalla detta formola e giovandosi dello sviluppo in serie da lui 


È ; Ì 3 m se " 
dato in altro suo lavoro della funzione numerica E (2), cioè a dire 


O (—1)° scr (im 4 1— BYE. (0 — BBD 
Ge tiles RR 


perviene ad un risultato, che tradotto nei simboli da me adoperati, s’ enuncia : 
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Se Pintero n verifica le inequaglianze 


S(2)2n2MVm) ’ 
posto 
BT (9) CE E (PE 
st ha 
oa 


SSA > STIA EN + LI Pe 

Questa formola, prescindendo dal lavorio, che richiede per l'effettivo compu- 
to, e dell’ignota rapidità di convergenza della serie, che vi figura, ha l' incon- 
veniente, che ha bisogno della conoscenza dei numeri primi p,;2,3---,7a. È però 
degno di nota il fatto che le ricerche esposte nel Capitolo II, che tanto servizio 
han reso per l’esatta valutazione di S{), e per la correzione delle tavole di nu- 
meri primi, sono anche capaci di fornire espressioni analitiche per la funzione S. 

1235. Soluzioni di Laurent, mediante il teorema di Wilson, o la serie di 


(n) 
Fourier, oppure il calcolo dei residui, del problema di determinare Y 2.0 del 


3(n) A; k 


problema più generale della determinazione della somma Di P,) estesa a tutti 


i numeri primi, o solo a quelli di una prescritta forma ‘Tineare, — Anche dal 
teorema di Wilson si trae partito nello scritto : 

LaureNnT — Sur la théorie des nombres LAI Comptes rendus d. s. 
ud ds TT. CXXVI, p. 809, 1898. 

Ivi si trovano due soluzioni della quistione di determinar la somma XF(p) 
estesa a tutti i numeri primi fino a un limite assegnato (cfr. Cap. VII, $ 49). 
Questo problema per F(p)=1 si riduce alla determinazione della totalità dei nu- 
meri primi fino al detto limite. 

Invece però delle funzioni K,L,M,N introdotte da Rogel, il Laurent ha 
pensato alla funzione della variabile comp'essa 2 


che si riduce a 1 o a 0, secondo che z è un intero primo 0 composto diverso da 
4, quindi 


Sn) 
FatPa= IF) . 
k=5 A=3 


Ora si consideri la funzione 


: 2r/w(4) F(a)e:T 
(a) = n A 
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supponendo che l’ assegnata funzione F(2) sia tale che, al variare della z nel campo 
| contemplato, resti finita insieme alla F (2). 
Il denominatore di «(2) si annulla solamente pei valori interi di 2; però se 
z è un numero primo p,, il numeratore è diverso da 0, quindi F(p,) =. D'altra 
parte è facile verificare che 
Fa) 
lim (u) —- Co i) 


3=Px 


= lim[w'(2)F(2) + 0(2)F(4) + 2rio(2)F(2) — F(p.)mi] 


4=Px 


=v'(p,)F(p)+F(p) + F(p)£%; 


dunque i numeri primi 7, sono poli semplici di «(2), e i loro residui sono le F(7,). 
Se invece 2 è un numero composto £ diverso da 4, anche il numeratore di 
«(z) si annulla, e si ha 


inv) = lin [FA +3()F) +20) F()]= FA) + 


Se dunque si indica con C un contorno, che comprende dell’ asse reale sol- 
tanto un segmento avente un termine fra 4 e 5, e l’altro fra numeri interi x ed 
n+1, in virtù d’un noto teorema (BrIor e Bouquer, Théorie des fonctions 
elliptiques, p. 195) sì ha 


Sn) omiDla) CA pria 
x F(p.) = F@) + FB) + Sf an i, 
uo EL 
donde in particolare 4; 
.P(8 
Hime veli 1 an 
OMM "RO BS) 


124. — La seconda soluzione proposta da Laurent è estendibile ancora al caso 
che si tratti dei numeri primi compresi nella progressione aritmetica 


=N'N+M'N+2M-...‘a—-M‘@, 
N ed M indicando come al solito due interi primi fra loro. Io quindi l’ espongo 


in tale ipotesi generale, però la modifico sostituendo alla funzione &(z), che l’au- 
tore seguita ad adoperare, l’altra 
sen (7 NO) 


Tr 
sen — 
z 


K.= 


3 


già adoperata da Rogel, avente in comune con @(z) la proprietà, che ne consiglia 
la introduzione. Si ha così il vantaggio di non far comparire l’unità immagina- 
ria, che può ben evitarsi in questa seconda soluzione. 
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Supponiamo che U ( N+ Dl ) indichi una funzione sviluppabile in serie di 


Fourier secondo i coseni e i seni dei multipli della variabile reale y (PicarRD, 
Traité d’Analyse, T. I, p. 215). Si avrà 


1 1 SON a . Ma De her Ma 
pIW+3 UN +M=g f U(N+ae)+ E, U(N-4+5e)costa. da ; 
23 0 


ossia cambiando la variabile « sotto agl’integrali, mediante la relazione 


si ottiene 


Mele. PESCI TAP Gia 29 (NM (in. A 
3UM+3 UN += pf" Usb TE. hi UE) cos (57 E- Nek, 


N 


ossia mutando successivamente N in N+M,N + 2M,...,x—M, ed aggiun- 
gendo alla precedente tutte le eguaglianze dedotte si ricava 


+ U(N)+U(N+-M)-+.. +U(—M+ 1 UO= | nf U@dE+ n :f UG) cos (ST E-M)at . 
Ora se poniamo 


UÈ) = 


VO) 
rit F(8) , 


sen = 


A 


la precedente eguaglianza si muta in 


PE: 
XF >; mi gal nai STI gw dI Ò E di 
E Ma 


5 


P(&) cos (57 (&—N)) dt. 


RR 


dove la sommatoria, al primo membro, è estesa a tutti i numeri primi compresi 
nella progressione 


N'N+M-N+2M-...-a-M‘x; 


colle avvertenze 1° che, se i termini estremi della progressione fossero numeri pri- 
mi, le parti F(N), F() della sommatoria andrebbero affette dal coefficiente Shi 
2° che, se frai termini della progressione fosse il numero 4, al secondo membro 
dell’ultima eguaglianza (essendo K,= —|2) andrebbe aggiunto = V2F (4), 0 
V2F(4) secondo che 4 nella progressione è termine estremo o intermedio. 
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Se si suppone F(éÉ)=1, il primo membro dell’ ultima eguaglianza si ri- 
duce alla totalità dei numeri primi compresi nella progressione frai termini N 
ed x, coll’avvertenza che se uno o l’altro di questi numeri fosse per stesso pri- 
mo, per ciascuno di tali fatti la funzione avrebbe l'aumento di A e non di 1; 


di tal guisa il primo membro si ridurrebbe a quella funzione sopra (XI, 99) de- 
notata con (My + N, <), anzichè a 5(My + N, @). Si ha dunque 


sen { -— LE) » SEN (E rE)) 

1 5 RR (e i 2 5 2h 

roy4+N,2)= 3 f Sa — cos(e DE N) ds 
N sen Gi LN sen £ 


Nel più recente articolo: 
Laurent — Sur les nombres premiers. MWVowuvelles Annales de Mathémati- 
ques. III série, t. XVIII, p. 234, 1899 


il medesimo autore fornisce una nuova soluzione del problema della determina- 

zione della somma DA Pot estesa a tutti i numeri primi fino a un limite assegnato. 
7) . 

Essa si fonda sopra un nuovo teorema, che come quello di Wilson, distingue 


i numeri primi dagli altri interi, e che s’enuncia: 
Se si considera il prodotto 


1-2)(1—-2})...(1- a") 


1-29) (1— 28)...(1— a8@t0 
sig (LP 0 ESS 


E E a 
1° esso sî riduce a n°", se n è primo, e a 0 se n è composto, quando vi 
si rimpiazza x con una delle radici immaginarie di x*—1=0; 
Pa: TASEDS SEE € 

2° se lo si divide per ——, ilresto è 0, se n è composto: esso è n° ', se 
nè primo; 

3° dl residuo di Sa relativo alle radici di x" —1=0 (esclusa la radi- 
ce 1) è equale a — n°”. 

Questa proposizione agevolmente sl dimostra, e da essa senza difficoltà si trae 

il seguente risultato : 


Si formi la serie, evidentemente convergente quando z non è radice d’ una 
: A 
equazione (£) —1=0, 


[@=Y 


e si cerchi il residuo di — f;(#) relativo ai poli compresi in una corona circolare 
formata da due circoli aventi i centri nell'origine, l’uno molto piccolo e l’altro 
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di raggio compreso fra % ed 2 + 1. Questo residuo esprimerà la sommatoria vi: 


‘estesa a tutti numeri primi non superiori ad n. Se 2—=0, si ha il valore di 3(n). 

Mediante analoghe considerazioni il Laurent riduce pure alla ricerca d' un 
residuo la costruzione d'una funzione, che, eguagliata a zero, fornisce una equa- 
zione avente per radici tutti e soli i numeri primi. 

In quanto a queste tre soluzioni di Laurent v'è da ripetere la medesima os- 
servazione fatta in fine del $ 121 per la soluzione di Levi-Civita. 

125. Soluzioni ispirate al concetto di interpolazione proposte da von Koch. 
Estensione di Gegenbauer ai numeri primi d’una prescritta forma lineare. So- 
luzione di Wigert. Quesito di Laurent. — Vi sono parecchie altre soluzioni, nelle 
quali la richiesta di costruire una funzione, la quale assuma il valore 1 quando 
la variabile eguaglia un numero primo, e il valore 0, se per quella si pone un 
intero composto, si considera come un problema di interpolazione. 

Di questo genere sono le soluzioni proposte nella nota 

von Kocg — Sur la détermination du nombre des nombres pre - 


— miers inférieurs à une quantité donnée. Comptes rendus d. s. d. DA. d. s., 


t. CXVIII, p. 550, 1894. 

Nell’esporle modificherò alquanto l'andamento delle dimostrazioni per renderle 
più agevoli. 

Si formino le due funzioni razionali della variabile x 


a B_B 
= LT h = : 
I 9(7) Ie h), 2@)= » Pars sa porrà 
gl’interi a, 8 soddisfacendo alle condizioni 
a m a po 
‘e sì ponga 
k(e)=g9(2)h(x) 
ed 
< R 
sie=1(1-"0) 
vii 
si ha 


S(m)=w(2) + w(3) +... + w(m). 


In effetti nello sviluppo della doppia sommatoria, che costituisce la funzione 
Mx), i numeri p e v dovendo essere scelti ambedue nella successione 2,3,...,8, 


un termine quale - comparirà in 4(x), se è decomponibile nel pro- 


gn) en 
dotto pv di due fattori , ambedue non inferiori a 2, nè superiori a 8. Il divisore 
n di n deve perciò contemporaneamente soddisfare alle condizioni 


(154) p>2 , pÎ3 


(154°) Si a 
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Se 4, è il numero dei divisori così condizionati, che il numero # possiede, il 
termine in parola comparirà col coefficiente 4,: sicchè potrà scriversi per disteso 


1 1 1 1 1 1 1 
_s-@—@- den e0. - h Cris DICI Ta GSO ta 
Marat roanet" tonale 
Le (154) dicono che non comparirà il termine DeL —, Se % è primo; 6 
In) an 


inoltre non lo si vedrà, se n è un numero composto non ammettente divisori sod- 
disfacenti alle (154°). Di tali numeri composti certamente esistono, così, se B=6, 
non ammettono divisori soddisfacenti alle (154°) i numeri 14, 21, 22, 26, 27, 28, 
30, 32, 33, 34, 35. Però è facile convincersi che tali numeri composti sono mag- 
giori di mn. In effetti non essendovi divisori di » compresi nell’intervallo (7.8) 


dovranno esistere divisori (diversi da 1 e da n, giacchè il numero è composto) fuori 
di questo intervallo; ma allora il numero x è superiore a 28, quindi è maggiore 


di m, essendo 8> £. Resta dunque stabilito che i termini -— —— tali che 
= 2 g(n)a—-n 


n non superi 2, i quali manchino in 4), corrispondono necessariamente a nu- 
meri primi. 

Ciò premesso sostituisco in #(z) successivamente i numeri interi 2,3,...,22, 
e indico, per brevità, con p quelli fra questi, che sono primi, e con # i compo- 
sti. Da quanto sopra s'è detto risulta 


k(p,=0. G(=o<n <mSa È 


Quindi 
w(p)=1 , w(=0, 


e perciò 
w(2) + 0(3) +... + w(m)=3(m) . 


Così resta giustificata la prima soluzione di von Koch; ed in quanto ad essa 
è utile soggiungere, che, se dapprima si sceglie B> # , e poi dalla sommatoria 
doppia 


SCAN i 
Z È 7a) x — pv 


sì ritengono tutti e soli quei termini, in cui il prodotto pv non supera a, e si 
continua ad indicare con (x) la somma così limitata, sarà il prodotto 4(2)= 
g()hMx) una funzione razionale intera di grado a— 2, la quale pei valori 2, 
3,...,% della x prende valori assegnati, e propriamente assume il valore 0 pei 
predetti valori, che sono numeri primi, e i valori 4, [compresi nell’intervallo (2, &)] 
pei predetti valori, che sono invece numeri composti %. 

La funzione #(z) così determinata assume proprio la forma, che si dedurrebbe 
dalla formola di interpolazione di Lagrange. 

Naturalmente le formole assumono l'aspetto più semplice, quando si dà ad « 
il minimo valore, di cui è capace, vale a dire m. 


SES) (pa 
126. — Passo alla seconda soluzione di von Koch. Si formino le due funzioni 


sen siae 


G(a)= ) NOLI ’ 
y=2 ne 
e si ponga 
aaa K(a)= G(x)H(x) 
ed E 
i NR6 K(2)7 |. 
oto= {i} -[SOT]: 
pri 
si ha 


S(m}=LQ(2) + 23) +... + Am). 
Comincio dal dimostrare la convergenza della serie doppia costituente la fun- 


zione H(#), la quale, posto che sia 4 >Q0, finisce per avere i termini tutti ne- 
gativi. Sommando rispetto a n, si ha 


ripa 2a v 
DI Da aa Pas st pta — 16y? +) 3 


u=2 


ma è (CesàÀro, Analisi algebrica,.p. 480) 


2a 2a 2a Ta 1 2a 
a ntacoita TA diana sua } 
€ 
(ee 
1 2 
es =qeotgae — — +} — îl 
o — a? — 
î v=2 
| quindi 
(e: 00 1 
x Lauri ET (1). 
‘ y=2 p=' 


| Ora giovandosi dello sviluppo 


1 4Be 4Ba 4°Bo 
AR AE E ii 


(Cesàro, Analisi algebrica, p. 282) si trova 


Tr se 1 
Ter 
lim ( — 1) (a2 : 
y=%0 sE Ta "e 
+ Ser a 


dunque la serie è convergente. 
Premesso ciò osservo che i numeri p e v, dovendo ambedue superare 1, un 


termine SELE comparirà in H(x), se n non è primo, e vi comparirà tante volte 
a_n 
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quanti sono i divisori di », esclusi 1 ed 2; quindi, se dinoto come al solito con 
t, la totalità dei divisori di », il termine ai comparirà in H() col coeffi- 
ciente {, — 2. Sicchè 
2a 2a 


H()=>-pT*-_ pene 


Ora sostituiamo in K() successivamente tutti i numeri interi da 2 ad.m. 
Ed indicando, come poc'anzi, con p i primi, e con # i composti, ottengo 


{5 2x.sen2rx sen2rx + 2 cos2rx 
Kp)=0, K)= sr lar eee 


Ora essendo (Cesìro, Analisi algebrica, p. 479) 


Pes" K(2)\® | _sen[nK(e)] 
sta Aa -( =.1R nK(a) ’ 


risulta 
O(p)=1, Q()=0 
e perciò 
NC) + a, Mal 


In ordine a queste due soluzioni v'è da osservare che per costruire ciascuna 
delle funzioni 7(7), H(#) bisogna eseguire un calcolo molto laborioso, nel quale 
si viene a formare una specie di crivello, in cui i numeri, che mancano (lungo 
tutto lo sviluppo per H, e nella parte fino a che s'incontra il numero mm per 4) 
sono necessariamente primi: di modo che, senza accorgersene queste soluzioni fanno 
uso della effettiva conoscenza dei numeri primi fino ad w (cfr. I, 1). 

127. — La soluzione del $ 125 ha ricevuto un'estensione al caso dei numeri pri- 
mi di qualche prescritta forma lineare, e propriamente delle forme 4y 2 1,6y<£1, 
nella nota: 

GeGENnsaUER — Bemerkung iber reelle Primzahlen. Monatshefte Mathe- 
matik und Physik. VII Jahrgang, p. 78, 1896. 

Io, seguendo il Gegenbauer, ma alquanto semplificando e modificando il ragio- 
namento, espongo una soluzione applicantesi a qualunque forma lineare My + N. 

Si tratta di costruire una funzione razionale intera della variabile reale 2, la 
quale acquisti il valore 1, se z eguaglia un numero primo della forma My + N, e 
dell’ intervallo (2, 2); e si annulli per qualunque altro valore intero di 7 scelto in 
detto intervallo. 

Comincio dall’osservare che la espressione 


M 
—N 1 —N : —N DIS _ 
(cos IR TT — cus? — n) (cost! LÀ at— cos? A TT) (cu pal m— cos? d n cost È 3-38 
M M M M M M M 


ser mt sen? — si T...Sen? 
13 —_ ses 
M M M 


ed : M-1 
—N 1 n Fo 
i (cos sn a— cos? t n) (cos La = 1T— così - n) pe (cos La ni TT— cos? = n) i 
ee] per M impari 


1 2 
sen? — mr sen? M Tr... Sen? 


M 


TT 


è tale che per 1 = N (mod. M) dà e,=1, e per p non congruente ad N secondo il 
modulo M, e,.=0. Ciò premesso, continuando a supporre, come nel $ 125, am, si 
formino le due funzioni razionali 


Lao ; tai l E 
calare ’ h(a}= i 70) Pr , (uv Sa) ; 
pe 


y=l 


sviluppando la sommatoria doppia si ha 


(/4 


h,(x)= Ò sue a 
IT, dgnae—n ; 


dove n, è il numero dei divisori di della forma My + N. 
Se dalle due funzioni y, ed #, si formi la funzione intera di 4 


Ri(2)=9,(2)h,() , 
e si pongano poi per < i successivi interi 2,3,..., 2 si avrà 
k, (2) a UA 


quindi £,(7) è nullo, se % non ha divisori della forma My + N; in caso opposto 4, (x) 
assumerà invece un valore non nullo minore di w. 
|d Perciò la funzione razionale intera di 4 


l-— (e) =1— Il (1 e; 


À 
i 


è tale che, attribuendo ad # un valore intero » compreso nell’ intervallo (2, n), se 2 
non ha divisori della forma My + N, si ha 


l—-w,(2)=0, 
e, se invece ne ha, è 
1-%w,;(2)=1, 


Richiamando ora la funzione razionale intera w() della prima soluzione di von 
Koch, la quale eguaglia 1, se » è primo, e si annulla per x composto, si ha che la 
funzione razionale intera 


w(a) [ ha w, (x) ] 
ATTI — Vol. XI— Serie 2°— N° 1. 26 
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è la richiesta, giacchè ha la proprietà che per # eguale a un numero primo della for- 
ma My+ N racchiuso nell’ intervallo (2 , n) è eguale ad 1, e invece si annulla per 
qualunque altro intero del medesimo intervallo. Laonde si avrà 


SMy +N,2)=Yo()[1—-0,(2)]- 


n=2 


128. — Una soluzione posteriore a quelie di von Koch, e contemporanea all’altra 
di Levi-Civita si trova nella nota 

Wicert — Remarque sur le nombres des nombres premiers infé- 
rieurs è une quantité donnée. Ofversigt of Kongl. Vetenskaps Ahademiens For- 
handlingar. N. 5, p. 341, 1895, 
ed ha comuni dei concetti con ambedue le ricordate, offrendo su ciascuna qualche 


vantaggio. 
Si formino le due funzioni 
1 (ce) {e} 
sen Tr 
aan, naar Ita tea) ia = 
pe? 9= n= 


e da queste si ricavi la funzione intera 
K,(a)=G,(2).H,(@), 


la quale frai numeri interi ha per zeri i mumeri primi, ma ha anche degli zeri non 
interi introdotti da H,(x). In conseguenza 


W (2) =[G,(2)]® + [K,(2)]? 


è una funzione intera, di cui i soli zeri reali sono i numeri primi, e propriamente 
questi sono zeri doppii. 

Dopo di ciò il Wigert, applicando un teorema di Fròbenius sulle funzioni inte- 
re, costata che, posto 


r 


2 2 1 
a=&E+mi ; (-1)=r ; (e +e =M é TIM 


la funzione W(#) non ha zeri complessi. Dunque in virtù del teorema di Cauchy sul 
numero delle radici di una funzione contenute in un’area, si ha 


è W'(@) 


60(m)= Wa) — do 
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l’ integrale essendo preso lungo il perimetro del suddetto rettangolo. Sol che ad evi- 
tare che la funzione sotto all’ integrale diventi infinita lungo la linea d’ integrazione 
la formola precedente è da applicarsi per w non primo. 
129. — Dallo stesso concetto è stato forse mosso il LAURENT nel proporre sull’ Zn- 
térmediaire des Mathématiciens. Vol. V, p. 78, 1898 la seguente quistione : 
La serie 


Y sen'rz ( DIE ot) i 

«=» n3 sen TE (n 2) 
n 

definisce una funzione, che esiste per tutti i valori di 2, e che ammette per radici i 

numeri primi, e i numeri primi soli (positivi o negativi). Essa ammette probabil- 

mente delle radici immaginarie. Avrebbe qualcuno il mezzo, non di trovare queste 

radici, ciò che è-forse difficile, ma di limitare un campo contenente queste radici ? 

150. Cenno sulla soluzione di Lorenz. Conclusione. — Menziono in ultimo la 
soluzione fornita nella memoria 

Lorenz—Analytiske Undersogelser over Primtalmaengderne. 
Kql. Danske Videnskabernes Selshabs Skrifter. 6 Raekke, vol. V, num. 4, p. 627, 
1891. 

di cui lo scopo principale è di meglio riconoscere la parte periodica del secondo mem- 
bro della formola di Riemann. 

Essendo tale lavoro scritto in lingua danese, e non essendo munito, come la me- 
moria di Gram, del riassunto in francese, non sono in grado di fornirne un ampio re- 
soconto. Ne darò soltanto una notizia avvalendomi della recensione relativa, che tro- 
vasi nel Jarbuch uber die Fortschritte der Mathem. Vol. XXIII, p. 201. 

S' immagini eseguito lo sviluppo della potenza s" 


1 ” Ca r n 
(3+? Lap +...) . 
In ogni termine dello sviluppo vi figurerà un prodotto di 7"° potenze di numeri 
interi, cioè la 7"* potenza del prodotto y di questi interi. Ora riducendo tutti i termi- 


ni, che presentano y° si ottiene che y° è preceduta da un coefficiente, che l’autore 
chiama 8‘'(y), sicchè egli scrive 


(34494 C+) =PM+PO)T+- ++ 


log a 


“Si 1, e posto 


Indicato con s, un intero maggiore di 


Àd K.(h-4-1) MED 
® RE 2.4...(25, — 24) 


B(0)=B(1)+8%@)+---+8%@), 


AS 0 


ME 
l’autore trae 


(155) (EER Pao Ex PARO VALI deli 


3,(2) indicando come al solito la funzione 


4 4 
»@) +43) PIID+..- ; 


Per potere distinguere le due parti di natura diversa che compongono d,(), l’au- 
tore trasforma la (155) mediante la formola di Poisson 


7+2+8 rate, =f% v(1+2% cos2rm 2, )de - 


mizi 


Ottiene in prima 


43 41 q 5 ao so 
B® (x)= f 5 du, f — su f la (1 +2Y cos2rtm, — n). - (1 +2% cos2rm,t4,) a 
sf af ‘2 A 


my=1 my=1 
Ridotto a forma più semplice quest’ integrale diviene 


= 1) 


(156) BM=x +1 x, + X ++ bt a; 


dove 


1 
(a LLICI o du, u f dun, te (logs TI 
X =f du 2% nam... 42 Yi cos2rem, — . EL 
Rae 4 ; LAN, Di i) Una 3 Una (S—A_1)! 


Per mezzo della (156) l’autore decompone poi ciascuna B°() in due parti, una 
aperiodica, l’altra periodica. Le parti aperiodiche delle varie B, che compariscono in 
(155), sostituite in questa, dànno la parte aperiodica di 3,(z), la quale parte, se si 
scartano diversi termini, si riduce a 


1-2Cp 


— log2-+ Li (2+3) È: Li} (+3) 1° 


— 
- 


essendo 
% duc 
C, = —2 x cos 2rmu = 0,077 21... , 
u 
£ m=zi 


sicchè 
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Per ricavare la parte periodica di 3,(7) si comincia a valutare quella di B‘(2), 
‘e nel far ciò si prova che le parti periodiche di X,‘°(X.< s) hanno soltanto una im- 
portanza subordinata a paragone di quella di X _‘’, sicchè solo alla parte di X °° l’au- 
‘tore riduce la ricerca, e per essa trova l’espressione 


1 
CA 


x LA | sIm{x sa si na 
(157) re enti : alfe(e1)[f 


[n(+)] 


“© (m) è definita per mezzo dell’equazione 


-dove Ya 
(+++ + LE Z)EITIVO TE EVE 


Rimpiazzando in (156) le B° (x) colle espressioni (157) resta determinata, secon- 
do l’autore, la parte periodica di 3,(2). 

Fatte poi alcune considerazioni per valutare quali sono i termini che acquistano 
maggiore importanza al crescere di 2, l’autore ritrova lo stesso risultato di poc’ anzi 
per mezzo di un altro procedimento analogo al precedente. 

Non arrischio nessun giudizio su questa soluzione, giacchè dal sunto del Jar- 
buch, cui ho dovuto limitarmi per la ragione sopra indicata, non apparisce, non dico 
la necessità, ma neppure l’utilità di certe trasformazioni, nè ci si forma un'idea e- 
satta della fiducia, che meritano queste calcolazioni, specialmente in vista delle ri- 
petute omissioni di termini, non trasparendo quale influenza esse esercitano sul ri- 
sultato finale. 


Come conclusione di questo capitolo e dell'intero lavoro si può senza alcun dubio 
-affermare che la memoria di Riemann insieme alle esplicazioni e i complementi ar- 
recati da Hadamard, von Mangoldt, e de la Vallée-Poussin, resta tuttora come il faro, 
-che guidar possa nella scoperta di quanto ancora v’è di ignoto nella Teoria dei nu- 
meri primi. 
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Seti ia; PZA 


Tabella dei simboli adoperati con maggior frequenza 
e con significato costante 


=3 DR "ay +3 i + DT ...=0,815718452.. (V,31). 
< i numeri Cao cioè B; è il coefficiente di 24 nello sviluppo di o 
C la costante d’Eulero = 0,577 215 664.9... 
c tutti gli zeri reali o no di &(s)=0. (VIII, 63, 64, 68). 
c; tutti gli zeri reali o no di &(s, x;)= 0. (XI, 98). 
E(x) il massimo intero non superiore ad . 
E,,E,, Es: Fam: i numeri euleriani, cioè E, è il coefficiente di 2‘ nello sviluppo di 373 


f(a)= 


0(2) + (2) 
E. (VIII, 65) 


r@=fM+3/()+ 31) +... (ibid)) 


My +N,z)= le anali (XI, 99). 


My +N, sf N,2)+3/(My4+N,27)++/My+N,2*) +... (ibid). 


L 1 
LICA n= aj —;, Se % non è nè un numero primo, nè una potenza intera d’un numero 
log n” n 5 
0) 0a?) Co 
1 R 
primo, cioè ancora g(@, n= 77 7 Py i 343 3 2 ot - Se poi x è un numero 
aa) 


primo o una potenza d’un numero primo è g(x,7)= (IX, 79). 


S L(n) 4; (2) 
eg” si 


Md go 0 
ve “ei abitino 


se < non è nè numero primo, nè potenza intera d’ un numero 


Ig, rap= 2} 


primo, e se x è numero primo, o potenza intera d’un numero primo è 


VE ea) 7 (XI, 99). 
-L(») una funzione numerica definita nel seguente modo: 
L(1)=0 
L(n)= 0, se n ammette almeno due fattori primi differenti ; 
L(n)=logp, se n= p°, p indicando un numero primo, ed « un esponente intero positi= 
Yo. [IX, 78, a)]. 
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um 
ra ; d x 
Li(m) il logaritmo integrale di m, cioè il valor principale dell’integralo f ae o in al- 


pi e loga 
2% x 
: lana Bli . IV, 23). 
tri termini im(f Ri Dr, ; 
0 


€ 
logx il logaritmo neperiano di z. 

x o a g* Li £ n 
Ua=sts RE e ri 2034... Te +... dove |x| <1, ed: 
4, eguaglia la totalità dei divisori dell'intero n. (XII, 115). 

1 1 1 


E trata Laf<l- VOTE 7118). 


1_-a3 


== 


» > AIR ‘ 1 
P(e)= = + x $(x)dx esteso alla circonferenza di centro l'origine, e raggio Di (XII, 120). 


p un qualunque numero primo. 
PD, l'n° numero primo. 
R(s) la parte reale della variabile complessa s. 


Te 9(4,-2)e", |el<l (XIL 120) 
— x 


saA=£@_-z; 


m=2 
T(2m —1,n) la totalità dei numeri della successione 1,3 ,5,...,2m—1, non divisibili 
per alcuno dei numeri primi dispari 9a 931 ---:4- (11, 7). 


2( e 3) SA ( - 3) cos (a,loge) — a,sen(a, log x) 
—2x 0 * 


( 3) +4 -—3) +4 
G, %3,%3,-»» le radici dell'equazione É(t) = 0 ordinate in modo che i loro moduli non de- 


crescano mai. (VIII, 64). x 
I (s) l'integrale euleriano di 2° specie J d''e*da. 


W,(2,9)= [IX, 78, c)]. 


0 
; le radici dell'equazione £,(s,%,)=0, quando y;(--1)=1, o dell'altra 6,(5,%;)=0, quan- 
do y;(—1)=—1. [XI, 98, a)]. 


1 È 5 Su 
zZ(s)= nu - + = + F +..., o più generalmente la funzione della variabile complessa s, 


la quale nella regione del piano, in cui la parte reale di s non supera l’unità, è espressa 
dalla somma di detta serie. (VIII, 60). 


4 ' , mod, M È A . 
€(s,%;))=5[5, %;(mod. M]}=% VO) , dove la sommatoria è estesa a tutti gl’ in- 


n 
teri primi relativi al modulo M, o più generalmente la funzione della variabile com- 
plessa s, la quale nella regione del piano, in cui la parte reale di s supera 1, è espressa. 
dalla suddetta sommatoria 2". (KI; 97) 
6(x) totalità dei numeri primi inferiori ad . 
$(z) totalità dei numeri primi non superiori ad . 


0, ()=8 +10) +0) +. 


| 1 l L 
3, (@)=I2)+ FI) +30) + 
6(My+N,<) totalità dei numeri primi compresi nella forma lineare My + N (gl interi M 


ed N essendo qui e sempre, primi fra di loro) interni all'intervallo (N,) estremi. 
esclusi. (XI). 
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S(My | N,<) totalità dei numeri primi compresi nella forma lineare My + N, e nell’inter- 
vallo (N, ) estremi inclusi. (XI). 


1 sd DI 
0,(My + N, @) = 0(My + N, 2) + > 0(My + N,04)+-- 0My+N,29)+... (XI). 


1 & 1 
d,(My + N,2) =%My + N,2) + 7 %My + N,23)+1s1y+N,28)+..- (ID. 
@,0,,09,,0, le quattro funzioni theta di Jacobi. (XII, 119). 


S(2) 
Me) = Ylogp,. [IV, 26, 2)]. 
n=l 
XMy +-N.z)= ba log p NSp£z, p=N, mod. M, p non divisore di M). (XI). 
E(£) 
L(n x+0 -0, 
Ae,p)= Y O, se 2 non è potenza intera d’un numero primo; O SETE 
n=l 
se x è potenza intera d’un numero primo. FIX, 78, b)]. 
(a) 
Mx, e.w)=Y Ln) I , se 2 non è potenza intera d'un numero primo; e 


n=l 
A(2-4+0.p.X) +A(2-0,p,%) 
2 , 


A(2,p.%) = 


se x è potenza intera d’un numero primo. La sommatoria è estesa ai numeri primi re- 
lativi al modulo M del carattere y;. (XI, 99). 
#(») una funzione numerica così definita: 
b(2)=1, se a=1, 0 # eguale a un prodotto di un numero pari di fattori primi tutti fra 
loro differenti. i 
p(a) = —1, se n è eguale a un prodotto di un numero dispari di fattori primi tutti fra 
loro differenti. 
b(n)=0, se n è divisibile per qualche quadrato diverso da 1. (VIII, 69). 
T prodotto esteso a numeri primi non divisori di M, o, più generalmente, a numeri primi 
relativi ad M. (X1), 


lid (VIII, 64). 


cu e pr ar(3)t0. essendo s = — 


€, [3 7%; (mod. M)], o semplicemente £,(s.%;), è eguale, quando y;(— Lagoa alla funzione 


1 £® Dad 1 ” E 2kr 
ftt de +3 2,01) f A (2.3) : 2) 2 dz, dove ACE ni x Y;(k).cos + M’ 
Pat 1 4 


la sommatoria essendo estesa ai numeri primi con M. (XI, 97). 
€,[s,%; (mod. M)], v semplicemente &,(8,%;) è eguale, quando y;(— ar 1, alla funzione 


1° Cali 1 v Mel ser 
34 f Y,(,1)2 de +3 0) f Yi(2.,) 2lz, dove e(1)=7— i x xs (Sen 7 
1 1 


la sommatoria essendo estesa ai numeri primi con M. (XI, 97). 
e(N,A) è una funzione numerica relativa al modulo M (primo con N) definita dal seguente 


In 


quadro, nel quale M decomposto in fattori primi è eguale a 20h. he, LANE 


N *** im 


ATTI —Volb XI— Seri: 2°— N° 1. 27 


- 
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Q=2,9,:93.--- sono i fattori primi di g(M), e A è un divisore qualunque di g(M): 


N non residuo quadratico di M SNA) = 
CE È: B> DI ]_ gm 
Ra N residuo quadratico di M Be=2 p(N;A)esyg Tp" 
b<2 1-2" 
A=<q fattore primo impari di e M) \ N non residuo gico di degl Ana s 0.di M; gNz4)=1 
Dn 
comune a @(in,"!) )i cr 390007) N residuo gico di Ax... ha”, o di M, p(N, 4) =1—9" 
A=I,iliz e P(N, A) = p(A)p(N,9;,)e(N,9,)p(N 9) 
A avente fattori quadratici e(N,A}=0. (XI, 101, 104). 
ceri 
TOT NEIAT O FE) 
Pi 
:22S 
= , mod. M) £ E, 
<(£ = D gior. —, 0 semplicemente pa XP) , la sommatoria essendo estesa a tutti 
*_1 vi i Di 
i numeri primi non divisori del modulo M. (VII, 59). 
Ni i) 
sl f, 33): 
T( tr) = > met! (V 3 ) 
m=2 


D sommatoria estesa a numeri primi non divisori di M, o, più generalmente, a numeri primi 
relativi ad M. (XI). 


; S(#) log em_m 
(a =Y o THB), 


m=2 

® (22, n) la totalità dei numeri della bol 1,2,3,...,% non divisibili pei numeri 
primi Ps Pare sie (IT, 10). 

9(M) la totalità dei numeri primi con M, ed inferiori sd M. 

x(N) oppure y(N. mod. M) uno qualunque dei caratteri y(N),%i(N). va(N).... » Xg)a(N) 
dell’intero N secondo il modulo M primo relativo ad esso (VII, 55 a 58). y(N) è il ca- 


rattere principale = 1. | 

ya) = AM) + Aa?) + se He IE 26, h)}. 

(My + N,2)= (My +N,2) + XMy +N.2®)+A(My-+-N,e3) +... XI, 110). 
Ya)= SI ne (VIII, 64). 


n=1 


nina 
Y,[@,%; (mod. M)], © semplicemente rey) =Y Mi ()e M, dove la sommatoria è estesa 
NE-N 
a tutti gl'interi n primi con M, e y; è tale che y;,(-1)=1. (XI, 97). 
nina 
Y,|2, x; (mod. M)], o semplicemente Y.(2,4)= Way (n)nes M , dove la sommatoria è 
NEZ=MN 
estesa a tutti gl’interi 2 primi con M, e y; è tale che yj(--1)=—1. (XI, 97). 


£ una funzione di 2 tale che essa, e tutte le sue derivate, assumano valori finiti per e=1. 
(V, 32). 
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Lian 


- 1 È 
“)+Li(et®®) 
E(x) 


g(@, = 
n=l 
qui, e nel seguito di questo Capitolo 
1 1 
9) 0a?) 0(23) 
log p, log p; log p 
Si mt >) + 7 +. 
Sn €. OE PIRO 
i=1l = =} 
lim 
IETM 


E(x) 


g(£ pito %i) tisi E 
n=1 
Q(M)_a 
+2 
j=0 
+ % 
+ %; 
f(x) 


Di 


n=1 


g.® 


leggi 
xe =4800 000 


Bam 
2 
positivo impari, prescindendo da una formo- 
la di Cahen (Vedi Tesi citata nella nota 
a piè della pag. 92), la quale collega le 
*T_6% do 


Pai 


©2m—1) cogl’ integrali 


e, I) fe 
(DB, # 


î EL 
2° )4 Lie") 


in questo e nel $ 88 
1 1 


0) x?) (3) 


log p; -log p log p; 
I 
; Di Di È Di 

veli OI i=1 

lim 

dv 


E(x) 


g(&e,r,x)=Y 


, n= 


®(M)-A 
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secondo le potenze ascendenti di.x —1. Limite del rapporto per x=1 delle 


m 
È 1 Rei EE Lal 
due serie = a lina; Deduzione dei valori assintotici 3 Lon 
p m n=2 


(Dirichlet), na di Y(m). Proposta dell'autore del presente scritto di una 
ogm 


(cal 


nuova segnatura. Considerazione della serie o(r)=Y 


È) 

ce, e dimostra- 
na? 

zione del fatto che la differenza <(x) — 70(x) gode della proprietà carat- 


terizzata dal proposto simbolo £. Conseguenza. Valori assintotici ic 


ogm_— 1 
(Tchebichef), — _ (Giaisher), - — (0e- 
logm—1— 3 loem—l_- ===> 
logm logm (logm) 


sàro) di S(m). Illustrazioni numeriche. Vantaggi di quest’ ultima formola de- |, 
dotti mediante il confronto dei risultati numerici iscritti nella tabella in fine 
di questo lavoro. Diagramma rappresentante le deviazioni relative delle for- 
mole di Legendre, Tchebichef-Gauss, Cesàro, Riemann-Gram. Conferma del- 
l'ordine di preferenza di queste. Prosecuzione del metodo di Cesàro eseguita 
da Ajello. Complemento ulteriore dell’autore del presente scritto per dimo- 
strare che il procedimento di Cesàro conduce al valore assintotico Li(m) di 
S(m), e con lieve modifica può anche condurre al valore, approssimato di 


Y(m) fornito da Riemann. Nota di Foussereau contenente qualche proposi- 


zione evidente conseguenza dell'essere 5 un valore assintotico di S(m). pag. 30 a 52 


CAPITOLO; VI. 


$ 42 a 48. Determinazione di un numero primo, di cui sia assegnato il posto. 
Note di Scherk, Isenkrahe, e Smith. Le prime quattro formole di Pervou- 
chine. Deduzione e correzione della principale di esse secondo Cesàro. De- 
duzione e correzione delle rimanenti tre. Col raziocinio si deduce e per via 
empirica si conferma che, col crescere del numero esprimente il posto del 
numero primò, la formola di Cesàro diventa preferibile a quella di Pervou- 
chine. Illustrazione numerica delle formole offrenti il valore della differenza 
fra un numero primo e il successivo, Tendenza dei numeri primi a diven- 
tare sempre più rari. Conseguenza della terza formola di Pervouchine de- 


dotta da Latchine. Proposizione più generale di Cesàro. Altra più antica 


formola di Pervouchine, che rientra in un teorema più generale enunciato 
anteriormente da Hargreave. Gli ulteriori enunciati di Pervouchine relativi 


alle somme multiple sono esatti? , 4 3 a . 3 = 2 . pag. 52 a 67 


CAPITOLO VII. 


S 49 a 59. Applicazioni. Formole di Legendre per la valutazione delle espres- 
e j 1 1 
arr I 
sioni + a Ti (i = =} ® a Formole analoghe di Hargreave e Tchebi- 
i=2 ‘ i=2 sE = ; ’ 


chef. Deduzione delle prime due formole col metodo di Cesàro. Deduzione 
delle stesse col metodo di Mertens. Estensione fatta da quest’ultimo al caso, 
in cui si cerca la somma delle inverse dei numeri primi non superiori a un 
limite assegnato e della forma 4y + 1, oppure 4y +3. Si deduce che queste 


due forme sono egualmente frequenti frai numeri primi. Richiamo della teoria 


è dei caratteri di un numero secondo un modulo assegnato primo con esso, 
Estensione fatta da Mertens al caso, in cui si cerca la somma delle inverse 
p dei numeri primi non superiori a un limite assegnato e compresi nella forma 
È lineare My +N . . s dui : MANA È alta 7 83 
; CAPITOLO VIII. 
hi S 60 a 73. La memoria di Riemann. La funzione &(s) per valori complessi della 
I variabile. Suo prolungamento analitico. Valori di $(s) per s=— 2m,0, 
i , 2m,—(2m —1),2m —1. Altri modi dovuti ad Hermite, e de la Vallée- 
i Poussin per ottenere il suddetto prolnngamento analitico. Espressione data 
4 da Piltz, e Stieltjes per £(s). Valore di &((0). Espressione data da Lerch per 
Pi i $(s). Relazione funzionale di Schlomilch. Distribuzione nel piano degli zeri 
À di $(s). Teoremi di Hadamard e de la Vallée-Poussin. La funzione É£ (tf). 
DA Prima lacuna della memoria di Riemann, Introduzione della funzione 
i ra)= SI) in luogo di 0(x) e Y(x), e della funzione f,(2)= nc 
î in luogo di 0,(x),%,(x). Espressione di /,(r) per mezzo di ne Patogralo de- 
y finito. Trasformazione di questo. Seconda lacuna della memoria di Riemann. 
Î Formola finale per f,(x) colla rettifica di Genocchi. Considerazioni sulla na- 
ù tura delle varie parti costituenti il valore trovato per /;(x). Trasformazioni 
$ di von Mangoldt e Gram della parte discontinua. Altro modo di presentare 
È la formola di Riemann in vista di futura estensione. Funzione p(w) di M6- 
$ bius. Deduzione di /(x). Valore di /(x) ricavato tenendo conto solo della 


parte continua di /,(x). Riduzione a forma più comoda di detto valore 
eseguita da Gram. Considerazioni sul risultato della memoria di Riemann. 


Calcolazione delle radici di £(#). Trasformazione eseguita da Phragmén della 


formola di Riemann per /,(#), allo scopo di agevolare i computi numerici. 
n 


el eo 


Proposizione empirica di Mertens relativa alla funzione Dim). Qualche 
m=l1 


altra funzione analoga alla p.(n). Teoremi di Bugajef, e di Sylvester. ava ‘88 _#_108 
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CAPITOLO IX. 


$ 74 a 82. Lavori pubblicati per colmare le lacune lasciate da Riemann. Genere 
di É£(#) considerata come funzione di #*, secondo Hadamard, von Schaper, e 
Borel. Esistenza delle radici. a. Circa il numero delle radici di £, la cui 
parte reale sia compresa fra 0 e un numero positivo T molto grande se- 
condo Hadamard e von Mangoldt. Realità delle radici a secondo Stieltjes, 
Mertens, e Jensen. Dimostrazione rigorosa della formola di Riemann per 


f(x) data da von Mangoldt. Dissertazione di Piltz . È x È . pag. 108 a 122 


CAPITOLO X. 


1 


s(2) S(x?) 
$ 83 a 98. Valore completo di ba ACE “a |... Osservazione di Kluy- 
si pi 2 us Di 
t= = 


ver. Valore completo della funzione w(x) di Tchebichef tratto da Gram, 
Cahen, e von Mangoldt. Ricerca dei valori assintotici di (2), e (x) se- 
condo Hargreave, Halphen, Cahen, Cesàro, Hadamard, de la Vallée-Pous- 
sin, e Mertens, Limitazione dell'ordine di grandezza delle differenze p(a)—2, 
..(e) — x secondo de la Vallée-Poussin. Dimostrazione di Cahen del teorema 
di Sylvester-Stieltjes espresso dall’ eguaglianza lim {0[x(14-4)]-0(2)}=0o0.. 
ITN 

Prove complete di de la Vallée-Poussin e von Mangoldt delle eguaglianze 
im dedi —.eclom ci e Limitazione dell'ordine di grandezza delle 
x=% Li(x) eZ Li(2) 

differenze Li(x)—0(2), Li(2)—0,(2) secondo de la Vallée-Poussin. Limitazio- 
ne dell’ordine di grandezza delle differenze |$(x)—z|,|Mx)—<|,|Y,(2) —Li(2)|, 
;S(c) — Li(x)| secondo von Koch. Prove non complete di Mertens e Franel. 
Teoremi di Phragmén sul modo di comportarsi delle differenze /,(a) — 
[ Li(2) — log2],y(2)—[x — log(2x)]. Cenno delle dimostrazioni di von 
Mangoldt, Landau, de la Vallée-Poussin del teorema d’ Eulero espresso da 


33 EI, , e della dimostrazione di Landau del teorema di Mòbius e- 

n—=l di i 

spresso da Yi HM ogh=-1. LL.» 128 a 188 
k=l 


CAPITOLO XI. 


$ 94 a 114. Teoremi di Tchebichef e Poincaré sulla distribuzione dei numeri 
primi fra le due forme 4y 1 1. Estensione di essi fatta da Stanievitch. Pro- 
blema della frequenza dei numeri primi nella progressione aritmetica abbor- 
dato da Piltz. Amplificazione della funzione $(s) per mezzo delle funzioni G 
Z(s,y). Zeri di queste funzioni. Contribuzione dell'autore del presente scritto 
alle leggi di distribuzione dei numeri primi (da $ 99 a 112). $ 99. Formola per 
la totalità S(My-+N,) dei numeri primi compresi nella forma lineare My+-N 


è — 221 — 
e non superiori ad x, trovata estendendo il metodo adoperato da von Man- 
goldt per Y(z). Nuova distinzione frai caratteri d'un numero. Caratteri ap- 
partenenti a un esponente. Somma dei caratteri d'un numero N appartenenti 


a un esponente privo di fattori quadratici. Convergenza del prodotto 


IT (i — 0h quando yY è un carattere non principale, ed s è reale com- 


presa fra 0 ed 1. In tale ipotesi sussiste l'identità analoga a quella di 


Eulero 3; fee” . Valutazione assintotica della funzione 
= e p' ) 
S$(My+N,2). Formole assintotiche di distribuzione, le quali estendono alla 
forma My-+N il teorema trovato da Tchebichef per 4y1, e le formole assin- 
totiche date da Cesàro. Teorema di Poincaré sulla totalità dei numeri primi 
complessi di Gauss. Estensione di questo teorema ai numeri primi ideali del 
campo corrispondente all’equazione 2°-4-1=0. Distribuzione dei numeri primi 
fra le due classi dei residui quadratici e dei non residui d’ un dato numero 
M. Estensione al caso dei residui gi [g essendo un fattore primo dispari 
di g(M)]. Illustrazioni numeriche. Modo come varià $(My + N, #), quando 
N percorre la successione dei numeri inferiori ad M, e primi relativi ad M. 
Quali di queste forme My -+ N, che così s’ ottengono, risultano più ricche 


di numeri primi. Desinenze n-cifre preferite dai numeri primi. Illustrazioni 


Lr 
LE S1 1 
numeriche. Espressione completa della somma ); PIADSI }a Di Les, 


=N 2=N 
Espressioni complete delle funzioni (My + NO x), X(My LN st), le quali 
estendono le funzioni (x) e X(x) di Tchebichef. Valutazione assintotica di 
A(My-+ N, x) analoga a quella, che ha fornito le formole di distribuzione 
di (My + N, 2). Teorema di Poincaré sulla somma dei logaritmi naturali 
delle norme dei numeri primi complessi di Gauss. Estensione ai numeri primi 
ideali nel campo corrispondente all’equazione 22---1=0. Illustrazioni nume- 
riche. $ 113. Teoremi di de la Vallée-Poussin, che comprendono come casi 


particolari quelli di Poincaré e Stanievitch indicati a principio del capitolo . pag. 138 a 179 


CAPITOLO XII. 


$ 115 a 130. Ragioni, che hanno indotto parecchi studiosi alla ricerca di nuove 
formole per la risoluzione del problema della totalità dei numeri primi fino 
a un limite assegnato. Serie di Lambert. Trasformazione di Clausen-Scherk, 
e di Schl6milch. Valore assintotico dato da Cesàro. Relazione, fornita da 
Schlomilch, della somma di detta serie colla funzione $(s). Equazione ca- 
ratteristica dei numeri primi rinvenuta da Burhenne. Somma della serie di 
Lambert, ed equazione caratteristica dei numeri primi secondo il metodo di 

‘ Curtze. Soggiunta relativa al caso, in cui la variabile nella serie di Lam-. 
bert è compresa fra 0 e — 1. Somma della medesima serie secondo Schlò - 
milch per mezzo delle funzioni ellittiche, secondo de la Vallée-Poussin e 
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Hansen mediante le funzioni @ di Jacobi, e secondo Catalan e Cesàro me- 
diante integrali definiti. Equazioni caratteristiche dei numeri primi rinve- 
nute da Braun e da Levi-Civita. Formola dedotta da Levi-Civita per la to- 
talità dei numeri primi non superiori a un limite assegnato. Soluzioni di 
Rogel fondate l’ una sul teorema di Wilson, l’altra sopra una formola di 
Meissel. Soluzioni di Laurent, mediante il teorema di Wilson e la serie di 


(1) 
Fourier, oppure il calcolo dei residui, del problema di determinare } a Di 
i x 
S(n) il 


o del problema più generale della determinazione della somma b> F(p,) estesa 
hk=1 

a tutti i numeri primi, o solo a quelli di una prescritta forma lineare. So- 

luzioni ispirate al concetto di interpolazione proposte da von Koch. Esten- 

sione di Gegenbauer ai numeri primi d’una prescritta forma lineare. Solu- 


zione di Wigert. Quesito di Laurent. Cenno sulla soluzione di Lorenz. Con- 
clusione . x : : È È . : > È : : 3 . pag. 180 a 205 


“Tabella dei simboli adoperati con maggior frequenza e con significato costante. » 207 a 210 


Nomi degli autori, di cui qui son mentovate le contribuzioni relative all’ argo- 


mento di questo lavoro . e ; : " : : : 9 x Ret n i 
Errata-Corrige . ; o - ; . 5 : . - 3 1 Ple): — 213 
: : 


Tabella contenente i valori della totalità dei numeri primi fino ad un limite as- 
segnato, secondo le formole di Legendre, di Tchebichef-Gauss, di Cesàro, di 


Riemann-Gram, di Meissel, e secondo la effettiva enumerazione di Glaisher, » 214 a 215. 


Diagramma rappresentante le deviazioni relative delle varie formole assintotiche 


pel calcolo della totalità dei numeri primi fino a un limite assegnato. ù Tav. lit. 


finita di stampare il dî 31 Ottobre 1901 
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ATTI DELLA R. ACCADEMIA 


DELLE SCIENZE FISICHE E MATEMATICHE 


SULLA SINTESI DEGLI ACIDI NON SATURI 
E SUI LORO PRODOTTI DI DISIDRATAZIONE 


MEMORIA 


della dottoressa M. BAKUNIN 


presentata nell'adunanza del dì 16 Febbraio 1901. 


Per l’azione disidratante dell'anidride acetica o anche dell'acido acetico glaciale 
sulle aldeidi e sugli acidi CH,(R)(COOH), si ottengono, come è noto, gli acidi 
non saturi. 

In questa sintesi, sopratutto se realizzata a temperatura elevata, la produ- 
zione di prodotti secondarii e di sostanze resinose di natura non ben determinata. 
è spesso in notevole quantità. 

Dall’aldeide benzoica e dall’acido malonico scaldati a 100° in presenza di a- 
cido acetico glaciale il Claisen e Crismer '), che primi realizzarono questa 
sintesi, ebbero acido benzalmalonico, appena in quantità corrispondente all’80 °/, 
dell'acido malonico impiegato, quindi la perdita è superiore al 50 °/,. Questa per- 
dita sarebbe dovuta, secondo gli autori, alla scissione dell’ acido benzalmalonico 
in aldeide e acido malonico per azione dell’acqua stessa, che si elimina durante 
la reazione. Questa spiegazione concorderebbe col fatto che l'ebollizione prolun- 
gata dell’acido benzalmalonico in acqua ne determina questa: decomposizione. 

Ora a parte la considerazione, che l’acqua in presenza di acido acetico gla- 
ciale potrebbe non reagire come l’acqua sola e che la presenza di acido malonico 
e benzaldeide nelle acque madri potrebbe derivare da non avvenuta combinazione, 
nel fatto, operando come indicano gii autori, ho constatato nelle acque madri ace- 
tiche, separate dalla massa cristallina dall'acido benzalmalonico, la presenza di acido 
cinnamico in quantità notevole, acido già ritrovato dal C. e C. in piccola quan- 
tità. La formazione di questo acido parrebbe dovere la sua origine alla elimina- 
zione di CO, dall’acido benzalmalonico. 

Se questa ipotesi è giusta, facendo attuare la sintesi in una corrente conti- 
nua e secca di CO,, deve l’eliminazione di CO, essere evitata e quindi il rendi- 
mento deve essere maggiore, 


!) Lieb. Ann. 218, 129. 
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Ma pato 

Nella sintesi degli acidi non saturi, che non hanno due gruppi carbossilici 
riuniti allo stesso atomo di carbonio, l'eliminazione di CO, non è così facile, tut- 
tavia la formazione di stilbene e corpi analoghi è indice di una decomposizione 
determinata appunto dalla perdita di CO,. 

È probabile quindi che anche i prodotti resinosi abbiano una stessa origine. 
In tal caso la corrente di CO, durante la reazione deve avere una non trascura- 
bile benefica influenza sul rendimento finale, non escludendo che tal vantaggio 
possa in parte anche attribuirsi all’ assenza dell’ossigeno atmosferico, durante il 
tempo non breve del riscaldamento della miscela. 

Come ho già accennato in altro luogo ') pare che a temperature basse gli 
alloisomeri non si formino, si hanno invece a preferenza a temperature elevate, 
qualora queste non ne determinano la loro decomposizione. Mi interessava quindi an- 
che sotto questo aspetto raggiungere le varie temperature in vasi aperti, senza lo 
svantaggio di quantità notevoli di prodotti resinosi. 

L'esperienza, come dirò, ha risposto favorevolmente alle mie previsioni. 


PARTE SPERIMENTALE 


La boccia con i varii miscugli era munita di tappo a due fori l’uno di essi 
attraversato da un tubo di un refrigerante ascendente, l’altro da un tubo piegato 
ad angolo retto, pescante per una estremità nel liquido ed attaccato per l’ altra 
ad un apparecchio ad anidride carbonica, che convenientemente lavata ed asciu- 
gata veniva a gorgogliare nel liquido reagente. 


Acido benzalmalonico 


Pesi uguali di acido malonico e aldeide benzoica con metà peso di acido a- 
cetico glaciale furono scaldati dalle cinque alle sei ore in bagno d’olio a 100°. 
L'acido benzalmalonico si forma così abbondantemente, che si deposita cristalliz- 
zato in fondo alla boccia nella soluzione calda, tanto che bisogna sorvegliare il 
tubo adduttore di CO,, perchè spesso si ottura. A reazione compiuta, lavata la 
massa con cloroformio, ho ricavato per 100 parti di acido malonico 180 di acido 
benzalmalonico grezzo, fondente a 190°-195°: e acido benzalmalonico si ebbe an- 
che per evaporazione del liquido acetico cloroformico. La perdita può quindi cal- 
colarsi a meno del 20 °/, della quantità teoretica ed anche questa, regolando op- 
portunamente la corrente di CO,, potrà con molta probabilità diminuire. 


Sull’acido allocinnamico 
TRUXONE ED INDONE 


Fondendo l’acido benzalmalonico in quantità maggiore, che non nella prima 
preparazione da me fatta *), a bagno d’olio a 195°, ho isolato nella parte solu- 
bile in etere di petrolio per mezzo del sale di anilina acido allocinnamico in pic- 


') Gazz. Chim. T. 27. 
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cola quantità. Avendomi il Prof. Liebermann, che io ringrazio vivamente, spe- 
dito, a mia preghiera, un grammo di acido allocinnamico, su questo ho potuto 
attuare dei saggi per tentarne la trasformazione in indone e truxone per mezzo del- 
l'anidride fosforica. 

La soluzione cloroformica dell’acido allocinnamico scaldata con P,0, acquista 
immediatamente una colorazione gialla. Evaporata in questo periodo, si deposita 
una sostanza in principio oleosa, che poi si solidifica, e che si scioglie nell’acqua, 
dalla quale si deposita in aghetti fondenti verso 70°. Ma per la piccola quantità 
non ho potuto constatare se fosse l’ acido immodificato. 

Continuando il riscaldamento la colorazione gialla diventa più intensa, men- 
tre la massa fosforica si colora intensamente in rosso. Per evaporazione della so- 
luzione si separa una polvere appena gialletta fusibile a 289°, simile per tutte le 
sue proprietà al truxone, già ottenuto dall’ acido allocinamico trattato con acido 
solforico ‘) dal Liebermann. Solo in tal modo si forma per una quantità cor- 
rispondente al 10 °/, mentre, malgrado io abbia fatto saggi su centigrammi di 
sostanza, la trasformazione sembra completa. 

Quando l’ebollizione della soluzìone cloroformica si prolunga, la colorazione 
della massa fosforica diventa più intensa e per evaporazione della soluzione si ha 
sempre il truxone, ma imbevuto di una sostanza liquida rossa. L’ alcool elimina 
quest’ultima perchè la discioglie, mentre quasi non scioglie il truxone. Per eva- 
porazione dell’alcool si vanno depositando degli aghetti, ma la cristallizzazione è 
difficile per la piccola quantità del corpo, che tende peraltro a restare liquido. 

Questa sostanza è solubile in alcool, acetone, etere acetico, alquanto in etere 
e etere di petrolio, insolubile in acqua. Infatti trattando la massa fosforica con 
acqua, si ha un liquido giallo arancio, e da esso lentamente si separano delle 
gocciolette rosse, che si attaccano alle pareti del tubo. Lasciando a spontaneo ri- 
poso queste gocciolette si solidificano e la polvere raccolta fonde tra 170° e 180°. 

Io non ho materiale sufficiente per determinarne la natura e studiarne le pro- 
prietà, ma tutto induce a credere sia questo l’ indone. 

Sembra intanto che la sua formazione sia posteriore al truxone, perchè il tru- 
xone è imbevuto di sostanza rossa solo dopo ebollizione prolungata e anche perchè 
la massa fosforica rossa in principio trattata con acqua si scolora, senza dar trac- 
cie di corpo rosso. 

La formazione del polimero antecedente all’indone non è d'accordo con quanto 
avviene per gli altri indoni, come è detto in seguito. 

Il presunto indone parendo in un piccolo saggio, fatto in vetrino, solubile in 
benzina ed acido acetico, ne sarà forse possibile la determinazione della grandezza 
molecolare. i 

Sull’acido cinnamico ordinario 
. 

L'ebollizione dell’ acido cinnamico ordinario in toluene con P,0, lo modifica 
profondamente se prolungata, e mentre in principio non si raccoglie che anidride, 
poi la soluzione diventata bruna lascia separare sostanza in buona parte resinifi- 


1) Ber. 31, 2090. 
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Cai 
cata. Evidentemente la temperatura è troppo elevata. Invece bollito lungamente in 
cloroformio con P,0, la massa fosforica si colora intensamente in rosso. Trattandola 
con acqua si osserva un fenomeno analogo a quello osservato nella disidratazione 
dell’ isomero, si separano gocciollette liquide rosse. Queste raccolte e disciolte in 
alcool si solidificarono in una polvere rossa, rammollentesi a 150° e fondente tra 
170° e 180°, ma la trasformazione è assai malagevole e avviene a stento. Non ho 
potuto constatare presenza di truxone. 

Nella soluzione benzinica la trasformazione in anidride per azione del P,0, 
si compie bene. Per un’ ebollizione prolungata si ha la colorazione rossa della 
massa fosforica, aggiungendo acqua la benzina si separa più o meno colorata in 
rosso bruno, per evaporazione di essa si raccoglie dell’anidride, colorata poco in 
rosso, per presenza di piccole quantità del corpo rosso, sopra ricordato. 


Acidi fenilcinnamici 


Il rendimento dell'acido fondente a 172° preparato da alfatoluato sodico e al- 
deide benzoica in corrente di CO,, è quasi teoretico (95 °/,). La massa cristallina, 
che si deposita per addizione di acqua al prodotto della reazione, è perfettamente 
bianca, malgrado il riscaldamento a bagno d’olio fosse avvenuto a 190°-200° per 
sei ore. Si ha una piccola quantità di stilbene corrispondente al mezzo %/,. Lo 
stilbene cristallizzato dall’aicool se ne deposita in bellissime lamine, fondenti a 
126° (Miller 124°). Fattane la determinazione crioscopica si ebbe 


Solvente Concent. Abbass. Coef. d’ab. Paunzito, P. m. calcolato per CyyH2 
Benzol 2,96 0,68 0,287 171 180 


L'acido fondente a 172° è accompagnato dal suo isomero dal quale viene iso- 
lato col trattamento acquoso ed idroalcoolico. Nelle acque madri si ritrova l’allo- 
isomero, che venne purificato trasformandolo in sale di anilina. Per aggiunzione 
di anilina alla soluzione benzinica dell’ acido, questa si rapprende per l’ avvenuta 
trasformazione nel sale assai meno solubile. Lo stesso si forma per addizione di 
anilina alla soluzione alcoolica. Lo si purifica, sia cristallizzandolo dall’ acqua, 
nella quale non è molto solubile, sia cristallizzandolo dalla benzina, si ha così in 
lunghi aghi sericei f. a 128°. 

Per la determinazione crioscopica si ha: 


Solv. Concentr. Abbass. Coef. d’ab. P.m. tr. P. m. calcolato 
per C45H,,0,NH2CgHs 
Benzol 0,543 0.08 0,147 333 317 


Ebbi un quattro grammi di sale puro, corrispondente al quinto circa dell’a- 
cido fenilcinnamico ordinario ricavato, in quantità notevoli relativamente alle pre- 
cedenti preparazioni, senza CO,, sia a temperatura bassa, sia a 160°. 

Dal sale disciolto in acqua ammoniacale, ebbi acido allofenilcinnamico pu- 
rissimo f. a 137°. 
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ANIDRIDE FENILCINNAMICA, FENILINDONE E FENILTRUXONE 


La soluzione cloroformica dell'acido f. a 137°, bollita con P,0, si colora in 
giallo e poi in rosso. Evaporata la soluzione cloroformica diventata appena gialla, 
si deposita da essa una sostanza semi liquida gialletta, che si rapprende subito 
in una polvere per addizione di alcool. Nell’ alcool caldo questo corpo si scioglie 
con una certa difficoltà, per raffredìdamento se ne separa cristallizzato in aghetti 
vetrosi incolori, che ammassati appaiono bianchi. Essi fondono a 142°-43°, mal- 
grado non siano stati ancora analizzati, per analogia agli altri prodotti di di- 
sidratazione degli acidi della serie cinnamica, può affermarsi trattarsi dell’anidride 
(C,.H,,0),0 e colle anidridi analoghe ha comuni i caratteri. 

Se invece si evapora la soluzione cloroformica, diventata rossa pel prolungato 
riscaldamento con P,0,, sì separa una sostanza rossa, che tende a conservare lo 
stato oleoso, ma sulle pareti si depositano dei cristallini frammisti alla sostanza 
oleosa e questa va man mano solidificandosi in una massa vetrosa. I cristallini 
come la sostanza fondono a 70°, ma lasciando la sostanza a sè stessa, sia alla luce 
e all’aria libera, sia in essiccatore allo scuro il punto di fusione si innalza ed il 
colore da rosso diventa giallo ranciato. 

Trattando la massa con alcool, etere o acetone, questa trasformazione sembra 
accentuarsi; la decolorazione quasi completa è immediata, la massa vetrosa si scio- 
glie prima bene e poi si deposita allo stato di polvere quasi bianca, che fonde a 
300°, assai. meno solubile della sostanza dalla quale si parte. Evaporato il sol- 
vente, oltre la polvere bianca sulle pareti si raccoglie poca sostanza semiliquida 
giallo ranciata. Questo fenomeno così ben delineato non si ha nè nella soluzione 
cloroformica, nè nella benzinica; non sembra perciò trattarsi per i primi solventi 


| di sola azione separante. Per determinare la natura di questi corpi, ho fatto pa- 


recchie determinazioni crioscopiche. 

I. Sulla sostanza depositata in capsula per evaporazione spontanea del clo- 
roformio durante una notte e tenuta poi nel vuoto. La sostanza era quasi filamen- 
tosa e ancora rossa. 

II. Sulla sostanza vetrosa dopo parecchi giorni della evaporazione della so- 
luzione, era giallo arancio in parte f. a bassa temperatura in parte ad alta. 

III. Sulla sostanza depositata in capsula per evaporazione a bagno di sab- 
bia del cloroformio e successivo riscaldamento in stufa a 80°. La sostanza ancora 
filamentosa era già meno rossa. 

IV. Sulla polvere bianca ricavata, sciogliendo in etere la stessa sostanza, 
precedentemente analizzata e ricavandola per evaporazione, fondeva a 300°. 


Solv. Concentr. Abbass. Coef. d'ab. Pim. tr P. m. calc. per Cy5Hyo0 
Benzol 2.357 0,48 0.203 241 206 

» 1,848 0,29 0.156 314 

» 1,520 0,23 0.151 324 


per (C45Hx00)a 
» 0,740 0,086 0,116 422 412 


. ci 

Come si deduce dai risultati, la sostanza rossa è fenilindone, che si modifica 
gradatamente nel feniltruxone, chiamando truxoni gli indoni bicondensati secondo 
la nomenclatura del Liebermann. 

Il tempo, il calore, taluni solventi ne determinano la trasformazione. 

Questa trasformazione è molto importante, perchè ci spiega il comporta- 
mento del fenilortonitroindone alla luce, che da un corpo rosso fondente a 139°, si 
trasforma in un corpo bianco non fusibile a 300° ') e probabilmente i corpi fon- 
denti a temperatura elevata, che accompagnano gl’indoni nella disidratazione dei 
varii altri isomeri *) non sono che truxoni. Ci spiega la formazione del truxone 
nella disidratazione dell’acido allocinnamico, solo resta ad assodarsi per esso, se 
precede o segue la formazione dell’ indone, perchè apparentemente almeno sembra 
precederla. 

Essendo assai probabile una analogia di costituzione nei varii truxoni, giac- 
chè la molecola del feniltruxone è bimolecolare, bimolecolare deve anche essere la 
molecola del truxone. In fatti dalle ultime ricerche fatte dal Manthey °) par- 
rebbe bimolecolare la formula del truxone, non solo per analogia al diidrotruxo- 
ne, ma anche perchè l’acido trifeniltrimesinico è dimolecolare, perciò dimolecolare 
dovrebbero essere il truxone, il truxene, il tribenzoilenbenzol dai quali esso de- 
riva. Il truxone è un poco solubile nel veratrol, forse si potrebbe tentare la deter- 
minazione crioscopica in questo solvente. 


ACIDI FENILNITROCINNAMICI ‘) 
Acidi fenilortonitrocinnamici 


Più che gli altri due isomeri l’acido orto preparato da aldeide orto-nitro- 


benzoica e alfatoluato sodico, si ha mischiato a grande quantità di sostanza re- 


sinosa. 

La presenza di CO, fa diminuire la quantità di sostanza resinosa, senza però 
farla evitare. 

In un saggio avendo raggiunto la temperatura di 200°-210° ho avuto un ren- 
dimento corrispondente ad un terzo della teoria. La parte resinosa insolubile in 
carbonato è di un color rosso abbastanza notevole. Le acque madri acetiche sepa- 
rate dalla massa solida, ancor calde, lasciarono depositare per raffreddamento una 
polvere cristallina giallo aranciata, che fonde tra 160° e 210°. Dell’acido isomero 
nulla ho potuto raccogliere. 

Parendomi che l’ elevata temperatura contribuisse alla disidratazione od alla 
decomposizione dell’isomero non molto stabile, ho ripetuto il saggio scaldando solo 
a 160°. Il rendimento non fu pupertcoa al precedente , ma a differenza della pre- 
parazione precedente ho potuto isolare dell’isomero, estraendolo dalle acque madri 
acetiche ancora calde. 


i) R. Ace. Sc. fis. e matem., l. c. 
?) Idem. 

3) Ber. 33, 3081. 

4) Gaz. Ch. XXV e XXVII. 
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Ho abbassato ancora la temperatura della reazione in un saggio a 110°, in 
un altro a 90°. 

In ambedue i casi i risultati sono quasi identici. 

La sostanza resinosa non si forma, invece si ha assieme all’acido fenilorto- 
nitrocinnamico un corpo rosso, che per essere insolubile in carbonato sodico si se- 
para facilmente dall’acido. La maggior parte dei solventi lo sciolgono . 

Dalla benzina l’ebbi cristallizzato in bellissime laminucce rosso-vivo fondenti 
a 182°. Avendone fatta una combustione ebbi una percentuale in carbonio supe- 
riore a quella del fenilortonitroindone e crioscopicamente determinato il peso mo- 
lecolare è minore, in media 200°, 

Questi risultati avuti con poca e non ben purificata sostanza, non mi per- 
mettono ancora di giungere a sicure conclusioni. Pel suo aspetto, pel suo colore 
ed in genere per i suoi caratteri sembra un composto del tipo degli indoni, non 
ha però il punto di fusione del fenilortonitroindone. 

Malgrado fossi partita nei due saggi da 10 gr. di alfatoluato e 9 di aldeide 
non ho potuto averne che un mezzo grammo circa puro, pur essendo maggiore la 
quantità del corpo rosso grezzo, che si forma, perchè le porzioni meno pure, più 
brune restano disciolte nelle acque madri dei solventi e tendono a restare allo stato 
liquido. 

Per quanto poi riguarda la produzione dell’acido fenilortonitrocinnamico f. a 
195°, coll’abbassarsi della temperatura il rendimento raddoppia, esso infatti rag- 
giunge i due terzi della teoria. 

L’acido si ha esente di sostanza resinosa con un colore un pò rossiccio per 
la presenza del corpo rosso. 

L'estratto etereo delle acque acetiche non sembra contenere l’alloisomero. 

I cristalli che se ne separano non sono che acido alfatoluico, col quale hanno 
comune non solo il punto di fusione, ma il comportamento con l’anilina. 

Difatti tanto questi cristalli, quanto l’acido alfatolnico, disciolti in benzina 
ed addizionati con anilina si trasformano nel sale di anilina f. a 62°, che si riot- 
tiene molto bene dalla soluzione benzinica, se in essa si aggiunge dell’ etere di 
petrolio. Si hanno così dei belli aghi vetrosi che si ammassono poi in laminucce 
madreperlacee. 

Credo questo sale non sia stato precedentemente preparato. 

A temperature basse la sintesi può effettuarsi anche senza corrente di CO,, 
tuttavia sèìmbra che in assenza di quest’ultima il prodotto rosso f. a 182° si ab- 
bia meno puro e più bruno. 

Da queste prime ricerche risulta confermata la mancata formazione di allo- 
isomero a bassa temperatura, ma resta a determinarsi la natura del corpo rosso 
e a meglio precisare le condizioni favorevoli alla formazione dell’ acido ordinario 
e dell’isomero, in rapporto alla temperatura minima della loro decomposizione. 


Acidi fenilmetanitrocinnamici 


Partendo sempr: da alfatoluato sodico, metanitrobenzaldeide e anidride aceti - 
tica, si hanno questi acidi quasi esenti da sostanza resinosa e esenti da sostanza 1n- 
solubile in carbonato. Lo scaldamento raggiunse i 200°. La produzione dell’ alloiso- 


ri 
mero fondente a 195° è notevole. Per isolarlo ho seguito un metodo assai più semplice. 
La soluzione sodica fu precipitata in due frazioni. Primo a precipitarsi è l’acido 
fenilmetanitrocinnamico, fondente a 181°, quasi puro. L’ebbi infatti puro dopo una 
sola cristallizzazione. Dalle acque ancora alcaline, separate da questo primo pre- 
cipitato, se ne ebbe per acidificazione un secondo, questo in massima costituito 
dall’isomero f. a 195°. 

Per purificarlo, l'ho trasformato in sale di anilina, che per essere meno so- 
lubile dell’acido f. a 181°, si deposita dalle soluzioni alcooliche per primo. Ed i 
primi depositi sono sempre costituiti da sale anilinico puro f. a 162°, gli altri 
da sale anilinico misto all’acido isomero. 

Una soluzione diluita fredda di carbonato sodico elimina con una parte di 
sale la maggior parte dell’acido isomero. Si ebbe un rendimento totale corrispon- 
dente al 90 °/, per un terzo costituito dall’acido isomero. 


ANIDRIDE FENILMETANITROCINNAMICA E FENILMETANITROINDONE 


Non avendo potuto prima per mancanza di materiale nè preparare l'anidride 
nè purificare l’indone, l'ho fatto ora. 

L'acido in soluzione cloroformica subisce per azione di P,0, una prima disi- 
dratazione, dalla soluzione gialletta si separa una sostanza bianca cristallizzata 
in aghetti. Essa è difficilmente solubile in alcool, ma sciogliendovisi più a caldo 
che a freddo, se ne riottiene in aghetti bianchi f. a 129°. Molto solubile in ace- 
tone a caldo, se ne deposita lentamente in begli aghi bianchi. 

Risulta dalla determinazione crioscopica essere l'anidride 


Solv. Cone. Abbass. Coef. d'ab. P. m. tr. P. m. calcolato 
per (C5H1903N)20 
Benzol ; 1,70 0,16 0,094 520 520 


, 


L’ulteriore disidratazione determina la formazione del fenilnitroindone, che si 
deposita dalle soluzioni in laminucce di un color rosso vivo assai simili al fenil- 
paranitroindone. Per completa evaporazione delle acque madri si ebbe un deposito 
rosso cupo, che è molto solubile in benzina, dalla quale si hanno depositi solo per 
quantità discrete disciolte. Invece la porzione più pura è assai meno solubile, più 
a caldo, che a freddo. Si potette in tal modo cristallizzata dalla benzina averla 
pura f. a 218° in laminucce rosso vivo. 

Nella prima preparazione fatta di questo indone esso era molto solubile ‘) in 
benzina, non già nulla, come fu stampato nella precedente memoria, perchè ope- 
rando su piccole quantità si aveva il prodotto un pò alterato bruno. 


Solv. Conc. Abbass. Coef. d’ab. P. m. tr. P. m. calcolato 
per C,5Hg903N 
Benzol 0,106 2) 0,02 0,0188 260 251 


') R. Ace. Sc, fis. e mat., /. c. 
?) Non fu possibile una maggiore concentrazione. 


alga 
Acidi fenilparanitrocinnamici 


Questa sintesi attuata nel solito modo in corrente di anidride carbonica da 
alfatoluato sodico e fenilparanitrobenzaldeide dette un rendimento teoretico senza 
alcuna formazione resinosa. 

Per quanto riguarda la preparazione dell’acido alloisomero, scaldando la mi- 
scela a 210°, si ebbe una quantità minore dell’isomero, che nella porzione scal- 
data a 160°. Infatti mentre nella prima per 12 gr. di acido si ebbero 2 gr. di 

| alloisomero grezzo, nella seconda per 22 gr. di acido ordinario 6 gr. di isomero 
zo. 

Si vede che la temperatura di 200° decompone l’alloisomero. 

Sono in corso altri lavori. 


Istituto chimico della R. Università di Napoli, Febbraio 1901. 
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ATTI DELLA In ACCADEMIA 


DELLE SCIENZE FISICHE E MATEMATICHE 


SUL ROSTELLO DELLE DAVAINEAF 
CONTRIBUTO ALLA MORFOLOGIA DEL ROSTELLO 


MEMORIA 


del dott. ANTONIO BREAZZINO 


presentata nell'adunanza del dì 20 Aprile 1901. 


Comunemente si ritiene che in taluni Tenioidi esista una ventosa frontale. 

Allo Zschokke (1888) parve di riconoscerla evidente nella Taenia argentina 
[Chapmania tauricollis, secondo il Monticelli (1893)], nella Davainea contorta e 
struthionis (1895), mevtre il Liùhe (1894) ravvisò nelle Davainee in generale una 
spiccata somiglianza del vertice del capo con una ventosa. 

La ventosa, secondo |’ opinione dello Zschokke, sarebbe determinata dal faito 
che i margini laterali del rostello si ripiegherebbero in avanti e costituirebbero un 
iubo, nel cui fondo resterebbe la parte più ingrossata del rostello medesimo. Questo 
modo di vedere darebbe agio di appoggiare, in maniera diretta, l’omologia del rostello 
dei Cestodi col faringe dei Trematodi. 

Ho avuto agio di esaminare varie forme del genere Davaznea e ho trovato uno 
stato di cose che, mentre mi spiega i ritrovati dello Zschokke e di altri che han cre- 
duto di riconoscere una ventosa frontale in forme del genere suddetto, tuttavia mi 
pone in grado di valutare altrimenti la condizione anatomica generale dell’ apparato 
frontale di queste specie. Sulla base della conoscenza intorno ad altre forme la sua in- 
(erpretazione per me è diversa. Di più, avendo potuto esaminare, mercè la cortesia del 
Monticelli, degli esemplari di Chapmania tauricollis, ho ravvisato anche in questa 
specie la condizione propria del genere Davainea. 

La specie che con più profitto ho potuto studiare è stata la Davainea cesticillus, 
di cui potetti procurarmi largo materiale nei polli di Napoli. 

Questa specie possiede, com’è noto, uno scolice grande, con apparecchio rostel- 
lare che raggiunge considerevoli dimensioni in confronto a quello delle altre Davainee, 
in cui lo scolice è molto piccolo; costituisce perciò un soggetto molto favorevole allo 
studio. Mi sono servito di esemplari viventi che ho fissati variamente in soluzione 
acquosa satura di sublimato corrosivo, nel liquido di Zenker e di Hermann e colo- 
rati in sezione ed in toto con emallume ed eosina, carminio borico ece. 
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Quando si guarda uno scolice di Davaznea cesticillus, nel quale l'apparecchio ter- 
minale si trovi nello stato di completa retrazione, si vede alla sommità un largo infos- 
samento pressocchè circolare (fig. 17) che occupa gran parte dello scolice e che, per 
la sua somiglianza con un canestro, ha procurato il nome specifico a questo verme. Il 
largo infossamento potrebbe simulare una ventosa frontale; ma, in effetti, esso è sem- 
plicemente dato dalla invaginazione cefalica, in seguito all’affondarsi di un organo 
particolare (che è poi un vero rostello) nel parenchima cefalico. Nello stato di media 
protrazione si scorge l’organo in discorso, sufficientemente voluminoso, che sporge 
alquanto dallo scolice con forma caratteristica, com’è rappresentato nella fig. 2r, 
mentre nella totale protrazione (fig. 7r) esso è di figura sferica. 

Tenendo presente la fig. 7, noi possiamo distinguere in esso due segmenti, uno 
anteriore che sporge più o meno fuori dallo scolice ed è ricoperto dalla cuticola, l’altro 
posteriore, tutto immerso nel parenchima cefalico. Le altre parti, quali il cercine anu- 
lsre caralteristico che appare soprattutto nello stato di media protrazione (figg. 3, 4, 
5,6,c) e l’infossamento in cui è racchiuso, fanno parte dello scolice ed io non posso 
riguardarle (sia per la Joro struttura istologica, sia per i loro rapporti) come parti del 
vero rostello, ossia quali ripiegamenti dello stesso, tali da giustificare il concetto di 
una ventosa. 

È qui il caso di fare la distinzione che, in tenie meglio studiate, gli autori stabi- 
lirono, del rostello propriamente detto dalla invaginazione cefalica. A quest ultima sol- 
tanto dobbiamo riferire le altre parti a cui ho accennato. L'organo è costituito da un 
sacco semplice, un sacco in cui non si può distinguere, come in altri Cestodi, (tenie su- 
periori, Dipylidium) una porzione bulbare ed una clavare. Ammeltendo che la porzione 
clavare sia una modificazione morfologica secondaria, tutt'al più possiamo riguardare 
questo sacco come un bulbo ed un semplice bulbo, per configurazione e rapporti esat- 
tamente distinto e separato dal resto. Su tale argomento ritornerò subito dopo l’espo- 
sizione di qualche particolare istologico. 

Il sacco risulta di una sottile membrana anista su cui corrono esili fibrille musco- 
lari Irasversali (figg. 5 e 10 f£b) e longitudinali. Questa membrana limitante fondamen- 
tale non è sempre molto evidente. Le fibre longitudinali del sacco sembra che offrano 
rapporti di continuazione con i muscoli longitudinali dello strobila. 

L’interno del bulbo è costituito da un tessuto che rassomiglia del tutto a quello 
che è stato già descritto nella Taenzia relicta (Zschokke, 1892)e nei Dipylidium 
(Diamare, 1893), costituito cioè da maglie larghe di apparenza elastica, con nuclei 
sparsi (fig. 9), di cui alcuni più oscuri, altri più chiari con uno o più nucleoli. 

In molti preparati di tagli anche non troppo superficiali, si notano, oltre alia massa 
elastica, delle fibre longitudinali (fig. 8 fb) per cui l'occhio riceve proprio |’ imagine 
di una sezione di ventosa. Ed invero la ventosa qui parrebbe, ad un osservatore che 
non avesse il confronto di numerosi altri preparati, veramente esistente. Potrebbero 
essere queste fibre benanche emanazione della muscolatura longitudinale interna dello 
strobila. Infatti i fasci muscolari longitudinali si spingono in avanti sino a raggiungere 
la base del bulbo (figg. 5, 6,7) e si terminano in corrispondenza di esso, com’è 
noto anche in altre forme bene studiate. 

La fig. 8 rappresenta una sezione dorso-ventrale che ha interessato lo scolice con 
il rostello interamente retralto nella sua parte mediana. Presentandosi il rostello in- 
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curvato, in forma di un arco, non si esiterebbe a riguardarlo come ventosa. Si con- 
fronti però la suddetta fig. 8 con la fig. 7 che rappresenta un tagiio sagittale anch'esso 
mediano di uno scolice che ha invece l'organo in quistione del tulto protratto. Si vede 
che nella fig. 7 ogni apparenza di ventosa è sparita come del pari nelle figg. 3, 4,5 e 6 
di esemplari in cui lo stesso organo è in media protrazione. Dall’ esame comparativo 
risulta che quest’organo, che può estendersi e raccorciarsi come in altri Cestodi, è, 
nella sua più semplice espressione, un rostello. 

I fasci emananti dal sistema muscolare longitudinale interno dello strobila, dopo 
aver date diramazioni per le ventose (figg. 4 e 5), vanno a mettersi in rapporto col 
bulbo e terminano su di esso esattamente come i fasci del retrattore del rostello dei 
Dipylidium e di altri Cestodi. In un taglio superficiale longitudinale di un rostello in 
media protrazione si vedono i fasci muscolari interni arrestarsi ad un certo punto, cioè 
prima di giungere alla base del bulbo (Gg. 3,rr). Tutto il cercine invece presenta dei 
muscolclti longitudinali allineati parallelamente gli uni agli altri (figg. 3 e 4 fc). Queste 
fibre potrebbero far sospettare dell’esistenza di una muscolatura propria del cerci- 
ne; ma l'esame dei tagli seriali ci dimostra che essi sono semplicemente le termi- 
nazioni finali del retrattore (figg. 4 e 10 fc). 

Nella fig. 10 il bulbo appare superficialmente interessato e comparisce imme- 
diatamente al di sotto dei fasci muscolari, lasciando intravedere le tibre trasversali 
ftb della sua membrana limitante. Si vedono pure le fibrille fc che s’ inoltrano nel 
parenchima retrattosi intorno al bulbo. E, poiché il cercine nasce da una ripiega- 
tura di tutto il tessuto circondante il rostello istesso, così le terminazioni dei mu- 
scoli del retrattore vengono ad essere incurvate tutte all’ intorno del rostello, nel cer- 
cine, ed in tagli superficiali, tangenziali o frontali, essendo il cercine prominente, il 
suo tessuto è primo interessato dal taglio. In tal guisa la continuità dei muscoletti 
del cercine con il retrattore non è visibile. 

Con ciò io voglio escludere l’eventuale supposizione dell’esistenza di una spe- 
ciale muscolatura, come esiste nell’apparato rostellare di forme più evolute (Dipy- 
lidium Trinchesii Diam.). 

Nei tagli sagittali mediani di esemplari con rostello svaginato (tig. 7) od in- 
teramente invaginato (fig. 8) si vedono i fasci muscolari dirigersi nettamente alla 
base del rostello (figg. 5 e 6) ed ivi fermarsi. In quelli con rostello semiprotratto 
si convalida, in conclusione, |’ osservazione che questi fasci vanuo, più o meno diver- 
gendo, a terminare sul rostello, nonchè nel parenchima circostante. 

Tra coloro che accennano ad una ventosa frontale lo Zschokke parla di coe- 
sistenza di rostello e di ventosa. Una conciliazione dei nostri rispettivi risultati è 
possibile, non nel senso di reale esistenza di entrambi gli organi, ma nel senso che 
esista qui un rostello che può assumere aspetto ventosiforme in seguito a modificazioni 
sue e di tutta la parte anteriore della testa. A queste modificazioni, senza dubbio, 
deve rapportarsi quanto notò il Liùhe, cioè: « Bei Davainea struthionis (Hoult.) 
ist der Làngsdurchmesser dieses Gebildes ausserordentlich verkùrzt und indem der 
sussere Rand sich etwas nach vorn vor die vordere Fliche umlegt, erhàlt das Bild 
eine gewisse Aelnlichkeit mit einem Saugnapf ‘)». 


1) Il Lùhe riferisce (1894) che il rostello delle Davaizee è un corpo che ha la forma di un uovo 
o di una lente, il quale, essenzialmente, consiste in muscoli longitudinali incastonati in uno strato dì 
connettivo »; del valore di questi muscoli non parla. 
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Trattasi dunque, anche nel caso del Lùhe, di un rostello molto retratto. Or 
nella D. cesticillus. data la struttura, l'estensione ed i rapporti del bulbo, la sua re- 
trazione deve essere in totalità assai energica e non senza influenza sulla sua stessa 
forma. La sua retrazione è dovuta principalmente alla contrazione dei potenti fasci 
muscolari del retrattore che tira in giù tulto il sistema. A questa contrazione del 
relraltore si aggiunge l’azione deprimente delle fibre trasversali e longitudinali del 
bulbo stesso, le quali ultime, come accennai, potrebbero riguardarsi come emana- 
zioni dello stesso retrattore. Inoltre i mutamenti del bulbo coincidono con note- 
voli modificazioni di tutta Ia parte della testa ad esso circostante e formasi così, 
nella relrazione, l’infossamento caratteristico. Quando la retrazione è molto forte si 
produce un incurvamento più o meno pronunziato del rostello già depresso, in guisa 
da aversi l'apparenza di una ventosa, a un dipresso come lo Zschokke disegna nella 
D. contorta. 

Il fatto sul quale io insisto è che si tralta nella D. cesticillus di deformazioni 
di un vero organo rostellare, deformazioni che spariscono in stadi diversi (protra- 
zione più o meno pronunziata) e che quindi anatomicamente non si può parlare di 
una ventosa frontale. 

Posso affermare che in ditre Davainee da me studiate, fra le quali la D. tetra- 
gona, vi è anche un rostello che, sebbene più piccolo, è interamente simile a quello 
descritto nella D. cesticillus. La fig. 13 rappresenta appunto un taglio dorso-ven- 
trale di D. tetragona. Il lungo tubo ?, nel cui fondo trovasi il rostello, fa parte del- 
l’ invaginazione cefalica e la sua profondità è del pari relativa agli stadi di retra- 
zione del rostello stesso, sparendo esso tubo del tutto nella totale protrazione del 
rostello. Ciò che, a mio credere, presenta ancora maggiore importanza è l’aver io 
constatato che nella Chapmania tauricollis la pretesa ventosa frontale è invece un 
rostello del tutto simile a quello delle Davainee. Deformandosi nella stessa maniera 
che nella D. cesticillus il rostello della Chapmania da V’illusione di una ventosa (fig. 
11). Ma chi guardi la fig. 12, che è del pari un taglio dorso-ventrale di Chapma- 
nia con rostello protratto, vede che la ventosa non esiste affatto, ossia che essa 
scompare nello stato di retrazione del rostello. 

Se ora si pone in confronto il tipo di rostello studiato con quello più complesso 
di altre forme che il Nitsche (1873), il Leuckart (1886), lo Zschokke (1892), 
il Diamare (18983) hanno fatto conoscere, si vede che nel tipo rappresentato dalla 
D. cesticillus è, per così dire, schemalizzata la costituzione fondamentale di questo 
apparato terminale dei Cestodi. 

Il rostello delle Davainee è dunque costituito da un bulbo con un contenuto 
retiforme, sul quale bulbo si attaccano e si distribuiscono i fasci muscolari del si- 
stema longitudinale interno dello strobila. Mancano in esso quelle modificazioni suc - 
cessive e progressive di allre forme indicate già dal Diamare ‘) (1893); e dovrà 
perciò Porgano essere considerato come un rostello rudimentale. 


È questione fra gli autori se il rostello dei Cestodi sia omologo ad una ven- 


') Il Liihe che da principio (1894) si era opposto a questo concetto del Diamare, in un suo re- 
cente lavoro (1898) lo accetta pienamente. 
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tosa o al faringe dei Trematodi o se piuttosto corrisponda alla tromba dei Rabdo- 
celi. Recentemente (1900) il Goldschmidt, che ha studiato lo sviluppo della Tae- 
nia echinococcus, si dichiara favorevole alla omologia del rostello con la tromba 
dei Rabdoceli. 

lo vorrei intanto osservare che una formazione terminale del capo assai sem- 
plice, così come |’ ho rinvenuta nelle Davainee e nella Chapmania, un rostello rudi- 
mentale, è, a sua volta, prossimo, per certi caratteri, ad una ventosa. Certo, se si 
considera il fatto dal lato puramente anatomico, riesce impossibile identificare due 
organi che, nella loro forma più evoluta, sono così diversi, come un rostello ed una 
ventosa. Ma se si guardano le forme adulte di passaggio ed anche se si lien conto 
dello sviluppo di certe specie studiate a questo riguardo, si viene a riconoscere , 
come già il Diamare (1893) ebbe a sostenere, che da rostelli molto semplici, per 
così dire, ventosiformi, si può pervenire, mediante ben definite forme di transizione, 
al rostello dei Tenioidi superiori. Questo poi, alla sua volta, si -approssimerebbe al- 
l'apparato terminale dei Rabdoceli. Questo modo di vedere acquista maggior valore 
quando si consideri che il rostello di forme complesse (Dipylidium) passa per uno 
stadio (Grassi e Rovelli) che singolarmente coincide col modo di essere perma- 
nente delle forme da me studiate. x 

In tal guisa gli estremi delle disparate vedute morfologiche verrebbero a toc- 
carsi, poichè si verrebbe a riconoscere una fondamentale equivalenza degli organi 
appendicolari del capo dei Cestodi, tanto nella supposizione che la tromba, per con- 
secutive modificazioni, sia divenuta rostello rudimentale, prossimo ad una ventosa, 
quanto viceversa. 


Sento il dovere di ringraziare specialmente il Coadiutore di questo Istituto, 
Dr. V. Diamare che mi ha guidato nella. presente ricerca. 


Dal Gabinetto di Anatomia Comparata della R. Università di Napoli. 
Aprile 1901. 
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4, infossamento. 

r, rostello. . 
Cc, cercine, 

ftb, fibre trasversali del bulbo. 

flib, fibre longitudinali interne del bulbo. 

fe, fibre del cercine. 

fp, fibre nel parenchima circondante il bulbo 

ml, muscoli longitudinali dello strobila. 

rr, retrattore del rostello. 

v, ventosa 
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Figg. 1-10. Davainea cesticillus, Blan. 


Fig. 1. — Individuo con rostello invaginato, Si noti l’infossamento è prodotto dal rostello re- 
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— tratto. 

2. — Individuo con rostello semiprotratto. 

3. — Taglio dorso-ventrale di uno scolice con rostello semiprotratto. Si vede la interru- 
zione fra le fibre del cercine fc ed il retrattore rr, 

4. — Taglio dorso-ventrale consecutivo della stessa serie. Si comincia a vedere la conti- 
nuità delle fibre del cercine col retrattore, 

5 e 6. — Tagli dorso-ventrali di scolice con rostello semiprotratto. I muscoli longitudi- 
nali vanno a terminare sul rostello più o meno divergendo. 

7. — Taglio laterale di scolice con rostello protratto. I fasci muscolari si vedono diretta- 
mente terminarsi alla base del rostello, 

8. — Taglio dorso-ventrale di scolice con rostello interamente retratto. Si noti l’ appa- 
rente figura di ventosa frontale. 

9. — Taglio di un rostello che mostra la struttura del bulbo. 

10. — Taglio superficiale di uno scolice con rostello retratto. 


Figg. 11-12. Chapmania tauricollis, Mont. 


11. — Taglio di scolice con rostello introflesso. Anche qui si osserva, come nella fig, 3, 
l'apparenza di ventosa frontale. 

12. — Taglio di scolice con rostelio protratto. La figura di ventosa è sparita. Da entram- 
be queste figure si rileva che nella Chapmanza il comportarsi dei muscoli dello strobila 
con il rostello è lo stesso di quello della D. cestici/lus. 


l'ig. 13. Davainea tetragona, Molin. 


13. — Taglio di scolice con rostello retratto. Si noti il tubo prodotto della retrazione: le 
sue pareti non sono del rostello ma della invaginazione cefalica, 
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ATTI DELLA R. ACCADEMIA 


DELLE SCIENZE FISICHE E MATEMATICHE 


SULLA ETERIFICAZIONE DI ACIDI CON FENOLI 


MEMORIA 


della dott. MARUSSIA BAKUNIN 


presentata nell'adunanza del dì 8 Giugno 1901 


La preparazione degli eteri fenici ') per l’azione dell’anidride fosforica sugli 
acidi ed il fenolo, disciolti in solvente neutro, faceva presupporre un comporta - 
mento analogo dei fenoli in genere con i varii acidi, se in soluzione neutra disi- 
dratati con P,0,. 

Ho creduto perciò opportuno sperimentare questa preparazione con fenoli mo- 
novalenti, bivalenti e trivalenti. 

Ho scelto tra gli acidi i fenilnitrocinnamici ed il fenilcinnamico, sia per 
averli a mia disposizione, sia per completare la serie dei derivati. Tra i fenoli 
l’ortocresol, il timol, la resorcina, la pirocatechina, l’idrochinone ed il pirogalllo. 
I fenoli monovalenti reagiscono con gli acidi assai vivamente, cosi che il 
riscaldamento è appena necessario. L'energia della reazione scema coll’aumentare 
della valenza e perciò, perchè meglio si compia la reazione, è preferibile scegliere 
pei fenoli bivalenti e trivalenti solventi con punti di ebollizione piuttosto elevati, 
per esempio, il toluene. | 

Per quanto riguarda i rapporti di combinazione tra gli acidi ed i fenoli bi- 
valenti e trivalenti, usando fenol in eccesso ho ottenuto sempre i prodotti mono- 
sostituiti dei fenoli. È probabile che partendo da quantità di acido e fenol corri- 
spondenti ad una molecola di fenol per due o tre di acido, si abbiano sempre pro- 
dotti bisostituiti e trisostituiti. Infatti, come è detto in seguito, in queste condi- 
zioni ho preparato l’etere resorcinico e l’etere idrochinonico bisostituito. 


1) Atti R. Acc. Se. fis. e mat. Vol. X, serie II, n.° 11; Gazz. Chim, Tom. XXX, p. IL 
Atmi— Vol. XI— Serie 2° - N.° 4. l 
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PARTE SPERIMENTALE 


Gli acidi, disciolti in cloroformio, benzol o toluene con fenoli, vengono per 
pochi minuti scaldati in presenza di P,0,, aggiunto a piccole quantità fino a 
cessazione della reazione, che si rende palese per la viva ebbollizione del liquido. 
Separato il liquido dalla massa fosforica e distillatolo, il residuo viene bollito 
ripetutamente con acqua per liberarlo dai fenoli ed indi cristallizzato. La parte 
di etere, che resta immedesimata nella massa fosforica, se ne riottiene col trat- 
tamento acquoso, che sciogliendo l'acido fosforico permette la separazione degli eteri 
insolubili. 

Per gli eteri dei fenoli bivalenti e trivalenti, pei quali la reazione può es- 
sere meno completa e pei fenoli, insolubili in acqua, è preferibile sostituire al- 
l'ebollizione del prodotto grezzo con acqua un trattamento con soluzione diluita di 
carbonato sodico più o meno calda, per eliminare oltre i fenoli il poco acido non 
combinato. Solo è da osservarsi, che quando non tutti gli H ossidrilici sono sosti- 
tuiti, l'etere si scioglie nella soluzione di carbonato sodico, sopratutto se concen- 
trata e bollente, ma contemporaneamente si saponifica; infatti l’acido cloridrico, 
ne riprecipita non l'etere, ma l'acido primitivo, come è spiegato più chiaramente 
in seguito. 


ETERI ORTOCRESOLICI 


Etere dell’acido fenilortonitrocinnamico f. a 195° 


La sostanza gialletta, residuo della distillazione del cloroformio, dopo esser 
stata bollita con acqua, cristallizzò dall’alcool, nel quale è assai più solubile a caldo 
ohe a freddo, in prismetti, apparentemente romboidali, giallo paglini f. a 97-98°. 


Da gr. 0,3247 di sost. gr. 0,8736 di CO, gr. 0,1416 di HO. 


trovato calcolato per C5HigN0O3 . OCgH,jCHg 
dia 73,99 73,53 
= 4.84 4,73 


Etere dell'acido fenilmetanitrocinnamico f. a 181° 


Questo etere fu preparato in soluzione benzinica, distillata questa, si ebbe 
un residuo gialletto, che convenientemente lavato con l’acqua, cristallizza dal- 
1 alcool, che lo scioglie assai più a c., in granuli cristallini f. a 118-120°. 


Da gr. 0,2934 di sost. gr. 0,7906 di CO, e gr. 0,1332 di H,0, 


trovato 


= 73,48 


ea 3) 


Etere dell’acido allofenilmetanitrocinnamico f. a 195° 


| Preparato come i precedenti quest’etere in soluzione cloroformica, si ottenne 
dall'alcool in ciuffetti di aghi bianchi, setosi f. a 83-84°. 
Etere dell'acido fenilparanitrocinnamico f. a 214° 


.Il residuo della distillazione della soluzione cloroformica, cristallizza dall’ al- 
cool in aghetti giallo paglini f. a 128-129. 
Da gr. 0,2583 di sost. gr. 0,6965 di CO, e gr. 0,1190 di H,0 


trovato 
C= 7858 
n= 5,11 


Etere dell’ acido allofenilparanitrocinnamico f. a 143° 


L’etere si ottenne mischiato a piccole quantità di fenilnitroindone. Infatti dalla 
soluzione alcoolica si ebbe un primo deposito di aghetti paglini f. a 120°, un se- 
condo degli stessi aghetti, misti ai cristalli rossi del fenilnitroindone. 


Da gr. 0,1765 di sost. gr. 0,4755 di CO, e gr. 0,0830 di HO. 


trovato 
C.= TR AT 
Ha 4.70 


Etere dell’ acido fenilcinnamico f. a 172° 
Si preparò tanto in soluzione benzolica quanto in cloroformica, cristallizza 
dall’alcool nel quale come gli altri eteri è più solubile a caldo, in begli aghi 
sericei f. a 130°. 
Da gr. 0,2353 di sost. gr. 0,7252 di CO, e gr. 0,1289 di H,0 


calcolato per C,51{30 . 0C3Hy 


trovato 
ui 84,05 x 84,06 
= 6,08 5.73 


Etere timolico dell'acido fenilcinnamico 


Come col cresol rapidissima è la combinazione degli acidi con il timol per 
azione dell'anidride fosforica. Questo etere fu preparato in soluzione cloroformica. 
Il residuo della distillazione, opportunamente lavato con acqua bollente, che tra- 


CITA 


scina in parte meccanicamente l’eccesso di timol fuso, cristallizza dall'alcool in 
bellissimi aghi setosi con splendore sericeo, fonde a 80-81°. 


Da gr. 0,1811 di sost. gr. 0,5577 di CO, e gr. 0,1164 di HO. 


trovato calcolato per C,5Hy40 . CxoH,30 
C== 83,98 84,26 
H== 7,14 6,75 


Eteri resorcinici dell’ acido fenilcinnamico 


Sull’acido fenilcinnamico e la resorcina, quest’ultima in eccesso, in solu- 
zione toluenica, P,0, determina una reazione abbastanza viva. Già per raffredda- 
mento si separò l'etere, che, distillato il solvente, venne trattato con soluzione di- 
luita di carbonato sodico quasi bollente. 

La porzione indisciolta venne cristallizzata dalla benzina, nella quale è assai 
più solubile a caldo e se ne separa per raffreddamento in abbondanti fiocchetti 
bianchi simili a bambagia f. a 157-60°. Ma malgrado il suo aspetto uniforme la 
sostanza non è completamente pura e le combustioni dà::no una percentuale in 
carbonio oscillanti tra 80,18; 81,57; 81,84 mentre per l’ etere monosostituito 
C,.H,,0.C,H,0, la teoria vuole 


C= 79,77 H — 5,06 


Cristallizzando dall’alcool questi depositi o si sciolgono parzialmente con eli- 
minazione di piccole quantità di sostanza meno solubile, 0, pur sciogliendosi com- 
pletamente, nel caso di depositi più puri, le soluzioni precipitano in un primo 
tempo aghetti setosi f. a 162°. 

Tolta così la parte meno solubile, col riposo di qualche ora, da queste solu- 
zioni si separano lentamente dei cristalli aghiformi vetrosi riuniti a ciuffi f. a 
159-60°, che analizzati dettero : 


Da gr. 0,1790 gr. 0,5215 di CO, e gr. 0,0920 di H,0. 
Da gr. 0,2082 gr. 0,6071 di CO, e gr. 0,1033 di H,0. 
Da gr. 0,4288 gr. 1,2467 di CO, e gr. 0,1992 di HO. 


I II II 
E 79,43 79,52 79,29 
H= 5,13 5,50 5,16 


L’etere brucia male, le combustioni filano, è necessario perciò talvolta una 


corrente prolungata di O che determina un aumento nei risultati analitici del- 
1 HO. 


| CM 
L'etere bollito in soluzione concentrata di carbonato sodico si va mano mano 
sciogliendo; per addizione di HCl in questa soluzione si ebbe una sostanza che pel 
suo aspetto, il suo punto di fusione (170) ed i risultati analitici sembra essere 
acido fenilcinnamico, infatti si ebbe: 


Da gr. 0,1171 di sost. gr. 0,8439 di CO, e gr. 0,0609 di H,0. 


trovato calcolato per C5H,20a 
(= 80,09 80,35 
Ha 5,69 5,95 


Si ripetette la disidratazione dell’ acido e del fenol in benzina, la reazione 
si compie meno bene, ma i prodotti sono gli stessi. 
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La sostanza meno solubile in alcool, che si accompagna in piccola quantità 
all’etere monosostituito, non è che l’etere bisostituito. Infatti ho potuto isolarlo eli- 
minando con l’alcool l’etere monosostituito assai più solubile e cristallizzando la 
parte meno solubile da nuovo alcool, dal quale si separa rapidamente per raffred- 
damento in finissimi aghetti fondenti a 162°, o si ammassa in granuletti se il de- 
posito si forma con maggior lentezza. Dalla benzina cristalizza in ciuffi di aghetti 
setosi. Analizzata una porzione cristallizzata dall'alcool in aghetti si ebbe: 


Da gr. 0,1555 di sost. gr. 0,4710 di CO, gr. 0,0742 di HO. 


trovato calcolato per (C45Hyj0),CgH40s 
Ci= 82,60 82,75 
He 5,30 4,95 


E questo l’etere che costituisce il prodotto principale della reazione se l’acido 
fenilcinnamico si scalda in soluzione toluenica in presenza di P,0,, non con un 
eccesso di resorcina, ma con una quantità corrispondente ad una molecola di re- 
sorcina per due di acido. In fatti distillato il toluene e scaldato il residuo con solu- 
.zione di carbonato sodico, questo vi rimase in buona parte indisciolto, nè si sciolse 
in soluzione sodica concentrata e calda. Cristallizzato dall’ alcool si ebbe, per raf- 
freddamento, in granellini f. a 162°, che analizzati dettero : 


Gr. 0.1509 di sost. gr. 0,4571 di CO, e gr. 0,0721 di HO. 


trovato 
©= 82,51 
He 5,30 


Etere pirocatechinico dell'acido fenilcinnamico 


Si prepara anche bene in toluene, cristallizzato dalla benzina si deposita in 
aghetti f. a 169°. 
Essendosene fatto un saggio in piccolo l’etere deve essere ristudiato. 
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Etere idrochinonico dell’acido fenilcinnamico 


Il prodotto della reazione, che si compie tanto: in benzina che in toluene,. 


ma meglio in quest’ultimo, trattato con soluzione di carbonato sodico, vi si sciolse 
assai poco. La soluzione sodica, per acidificazione con acido cloridrico, lasciò se- 
parare una sostanza, che fondeva verso 160°, che per ora non venne studiata. La 
parte insolubile in soda cristallizza benissimo dalla benzina in aghetti setosi, 
f. a 126-27. Brucia benissimo. 


Da gr. 0,1267 di sost. gr. 0,3833 di CO, e gr. 0,0563 di H,O 


trovato calcolato per (C,5Hj0)aCgHy03 
G= 82,50 82,75 
H= 4,93 4,95 


La poca solubilità dell’idrochinone fa che la reazione si compie in un ec- 
cesso di acido, ecco perchè o esclusivamente o in massima parte si forma il pro- 
detto bisostituito. 


Etere pirogallolico dell’acido fenilcinnamico 


Come solvente si preferì il toluene, l’etere è assai più solubile in carbonato 
sodico degli altri finora descritti. Dalla soluzione sodica si separa per acidifica- 
zione con HCl una sostanza non ancora analizzata, ma che ha tutte le proprietà 
dell'acido fenilcinnamico. Infatti cristallizzata dalla benzina si ha in lunghi aghi 
bianchi f. a 170°. 

L'’etere purificato con un trattamento di carbonato sodico diluito e legger- 
mente riscaldato, cristallizza dalla benzina in fiocchi di aghi bianchi f. a 159°. 
analizzatolo si ebbe: 


Da gr. 0,2211 di sost. gr. 0,6168 di CO, e gr. 0,0967 di H,O 


trovato calcolato per C,;Hyj0 . 0CgH3(0H)a 
o 76,08 75,90 
H= 4,85 4,81 


anche per questo fenol dovrà tentarsi la preparazione dei prodotti bisostituiti e tri- 


sostituiti. - - 


In questo stesso laboratorio da altri si completeranno queste ricerche, speri- 
mentando acidi e fenoli differenti, come verrà tra breve pubblicato; io mi occu- 
però di altre condensazioni con l'anidride fosforica. 


Istituto Chimico della R. Università di Napoli. 
Giugno 1901. 
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ATTI DELLA R. ACCADEMIA 


DELLE SCIENZE FISICHE E MATEMATICHE 


SU ALCUNE NUMMULITI DELL’ITALIA MERIDIONALE 


MEMORIA 


della dott. GIUSEPPINA GENTILE 


presentata nell'adunanza del di 8 Giugno 1901. 


Le nummuliti che formano l'oggetto di questo lavoro si conservano 
nelle collezioni dell’Istituto geologico dell’ Università di Napoli. 

Trattandosi, in generale, di esemplari inclusi nella roccia, ho fatto 
del mio meglio per renderli ben visibili a mezzo di molteplici sezioni o 
per isolarli, eseguendone poi parecchie preparazioni microscopiche. Ho 
potuto così riscontrare 12 specie e © varietà. 

Nel quadro che segue è esposto il risultato delle mie osservazioni. 
Da esso emerge che le Nummuliti esaminate provengono dai piani medio 
.e superiore dell’eocene: il primo rappresentato da calcari brecciati, con 
prevalenza delle forme /aevigata, lucasana e perforata; l’ altro dalla nota 
facies di Flysch (scisti, arenarie, conglomerati, galestri e breccioline num- 
mulitiche), con prevalenza delle Tehihatcheffi e Guettardi. 

E ora compio il dovere, per me assai gradito, di esprimere i sensi 
della più devota gratitudine al mio ottimo maestro, prof. Francesco 
Bassani, il quale, oltre all’aver messo a mia disposizione il materiale di 
studio, mi fu largo d’incoraggiamenti e di consigli. 


Istituto geologico dell’Università 
Napoli, 1901. 
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1) Per brevità, le opere comprese in questo elenco sono indicate nel corso del lavoro col solo 


numero romano. . 


Genere NUMMULITES Lam. 
Nummulites garganica Tell. 
Fig. 1. 
1890. — Tellini, XI, p. 25, tav. XII, fig. 5, e tav. XIV, fig. 4,5. 


Nummulite lenticolare, con orlo sottile e superficie coperta di grosse granula- 
zioni, regolarmente disposte in linee che vanno obliquamente dal centro alla peri- 
( 4:08 i 
feria. Grandezza: 15/3 DM > 
Ha una piccola camera centrale (microsfera), e vi si contano 7-8 giri di spira 
regolare, il cui passo va crescendo dal centro ali’ orlo. La lamina è quasi uguale 
all'altezza delle logge nei giri centrali, poi diventa più soltile, mantenendosi dap- 
prima superiore alla metà di quell’altezza, finchè nell’ultimo giro ha spessore mi- 
nore. Le camere sono perciò quasi quadrate al centro, indi assumono forma di ret- 
tangoli in cui l’altezza ha preponderanza sulla larghezza. 
I setti sono regolari, cquidistanti in ciascun giro, ma più fitti alla parte cen- 
rale, di ugual sottigliezza dalla base all’ apice, quasi diritti e appena un po’ in- 


Di e : 3 5 
clinati sulla lamina. Ve ne sono: 6 in # dei quarto giro; 8 in > del quinto, e 10 
in + dell’oltavo giro. . i 

Ho trovato pochi esemplari di N. garganica in un calcare di Manoppello (Chieti), 


che probabilmente fa parte della serie calcarea inferiore (Parisiano) dei depositi eoce- 
nici della Majella (XI). 


Nummulites Guettardi d’Arch. et Haime 
Fig. 2. 


1850. — D’Archiae, VI, vol. III, p. 242 [Nummulina Ramondi, var. minor]. 
1853. — D'Archiac et Haime, VIII, p. 130, tav. VII, fig. 18-19. 


Nummulite lentiforme, assai rigonfia al centro, con orlo sottile e superficie ri- 
coperta da filetti settali quasi diritti, che non raggiungono la parte centrale. 

ale della maggior parte degli esemplari sono espresse da queste fra- 
. ° n°) 
sioni. 5: 7 

In sezione longitudinale appare nel centro una grande camera (megasfera), quasi 
circolare, con 4-5 giri di spira regolare, a passo crescente verso la periferia. La la- 


p/a È 1 1 $ 
mina é sottile, misurando appena ag dell’altezza delle logge. I setti sono re- 


mm. 


') Il numeratore di queste frazioni rappresenta il diametro; il denominatore, lo spessore. 


Ss e 
golari, equidistanti, un po’ incurvati all’apice, poco inclinati, ingrossati alla base. 
Land ; : : 
Se ne contano 5 in 71 del terzo giro; 6 in vi del giro successivo. Le camere so- 
è 


no quasi quadrate verso il centro, rettangolari invece negli ultimi due giri, ove la 
loro altezza è circa il doppio della larghezza. 

La sezione trasversa ha forma di elisse rigonfia alla parte centrale, appuntata 
agli estremi del grande asse, e lascia vedere 4-5 lamine sovrapposte, abbastanza 
spesse. 

Ho riscontrato numerosi esemplari di N. Guettardi (fig. 2) nel noto e molto 
discusso calcare di Agnana, ascrilto generalmente all’eocene medio (dov'era già stala 
citata [XVIHI, p. 129]), nel calcare di Sassinoro (eocene medio) e in quello di Ponte 
Ceresole presso Lagopesole, riferito da De Lorenzo al Fiysch eocenico superiore 
della base del Vulture (XXI). In tutii e tre questi giacimenti la detta specie è as- 
sociata a copiosi individui di un’A/veolina sp. 

Rinvenni alcuni rappresentanti di N. Gue/lardi anche in un masso erratiec in- 
cluso nei conglomerati pliocenici dei Vallone di Rosa sottostanti alle formazioni vulca- 
niche del Vulture (XXI), e in una breccia dei dintorni di Melfi, apparienente ail’eo- 
cene superiore. 

Ho riferito infine a questa specie molti esemplari trovati in un calcare scuro, 
compatto, di Regione Alberigo a nord di Viggianello (Basilicata), assegnato all’eocene 
superiore (XX). 


Nummulites italica Tell. 
Fig. 3. 
1890. — Tellini, XI, p. 32, tav. XII, f. 12-14, e tav. XIV, f. 4l. 


La forma è lenticolare e misura 18 millimetri di diametro e 4,5 di spessore. 
Ha orlo sottile e centro poco rigonfio; la superficie è priva di granulazioni, con 
filetti sellali poco distinti. 

Sezionata nel senso longiludinale, mosira una microsfera e 14 giri di spira non 
molto regolare, poichè il passo, che è piccolo alla parie centrale e a quella peri- 
ferica, va aumentando senza regola nei giri intermedi, ove arriva a misurare il dop- 
pio e il triplo dello spessore della lamina. 

I setti sono regolari, sottili, incurvati e alquanto inclinati. Si mantengono equi- 


distapli e piuttosto filti in tutta la spira. Se ne contano: 9 in > del sellimo giro, 


1764 st ses i : È } 
12 in È del nono e 14 in * del dodicesimo giro. La lamina è sottile e conserva 


lo stesso spessore dal centro alla periferia: solo per qualche tratto dei giri mediani 
si assottiglia maggiormente. Le camere appaiono per lo più regolari, quadrate al 
- centro e verso l’orlo, rettangolari invece, con l’aitezza che giunge a misurare anche 
il doppio della larghezza, nei giri intermedi. 

Ho riscontrato pochi esemplari di N. italica nel già citato calcare di Manop- 
pello. 


Sig ia 
Var. japygia Tell. 
1890. — Tellini, XI, p. 35, tav. XII, fig. 15, e tav. XIV, fig. 22, 38, 39. 


Nello stesso calcare di Manoppello ho trovato un esemplare simile alla N. ita-- 
lica, ma che ne differisce principalmente per essere più piccolo, raggiungendo ap-. 


pena la grandezza di mm. unini 

Attribuisco questa forma alla varietà japygia della N. italica, perchè presenta. 
altri caratteri differenziali, oltre la dimensione minore: è cioè più rigonfia del tipo 
alla parte centrale, e la sua superficie è coperla di grosse e rade grapulazioni, molto 
ben visibili, specialmente al centro. Ha 12 giri di spira più regolare che nel tipo,. 
lamina più spessa e camere quasi quadrate in tutta la sezione. 


Nummulites laevigata Lam. 


Fig. 4. 
1801. — Lamarck, I, p. 101. 
1806. — » III, vol. VIII, tav. 62, fig. 10. 
h1:+93 
Nummulite a microsfera, delle dimensioni medie di mm. ta La superficie 


è coperla da filetti settali ondulati, variamente intrecciati fra loro e visibili special- 
mente alla periferia. Esaminando alcune forme nelle quali manca qualche tralto delle 
lamine superficiali, si vedono ben distinte delle minute granulazioni. In cerli esem- 
plari l'orlo è piuttosto sottile e la parte centrale molto rigonfia; altre forme invece,. 
che sono quasi discoidali, hanno orlo oituso e centro poco spesso. 

La spira è abbastanza regolare, formata da 14-16 giri, con passo quasi costante 
in tutti i punti. La lamina è sottile al centro, ove misura appena la metà dell’al- 
tezza delle camere; però a mezzo raggio lo lamina stessa comincia ad ispessirsi, di- 
venendo uguale e in certi punti maggiore dell’altezza delle logge. Le camere sono- 
quindi rettangolari alla parte centrale, con l’altezza che ha prevalenza sulla larghezza, 
e si fanno poi quadrate, sebbene non molto regolari, nei giri più esterni. 

I setti sono piuttosto fitti in tutta la spira, ma specialmente al centro, ugual- 
mente sottili alla base e all’apice, per lo più equidistanti; quasi diritti e perpendi-- 
colari nei giri centrali, vanno però incurvandosi e inclinandosi alquanto rispetto alla 
lamina, verso la periferia. In media se ne contano: 8 in + del quinto giro, 13 in 


:- del decimo, e 16 in - del quindicesimo. 

Ho riscontrato parecchi individui di N. laevigata (fig. 4) in un calcare del Gran 
Sasso, bianco, compatto, zeppo di nummuliti, che probabilmente spetta alla parte infe- 
riore di quella serie eocenica (1X bis, pag. 357). Mi sembrano appartenere alla stessa - 
specie anche molti esemplari trovati in un calcare scuro, compatto, proveniente dalla 
già citata Regione Alberigo, a nord di Viggianello ed ascritto dal prof. De Lorenzo. 
all’eocene superiore (XX). Però li riferisco con dubbio alla N. laevigata, perchè per 


PLITI, [as 
Ja loro disposizione si presentano tulli in sezione trasversa, anche su piani perpen- 
dicolari fra loro, onde i caratteri differenziali della spira mi restano incogniti. 
Questa specie era già stata citota nei calcari grigi, compatti, dell’eocene medio 
della Basilicata meridionale (XVII, p. 20; XIX, p. 56; XXI, p. 21). 


Var. scabra (Lam.) 


1804, — Lamarck, II, p. 107, tav. IV, fig. 9 b-c. 
1804. — » III, vol. V, p. 241, n. 3. 
= de ; 3 mm. Possono essere quindi subglo- 
bosi, oppure lenticolari, cioè poco spessi al centro e ad orlo alquanto sottile , e 
talvolta quasi discoidali. La superficie è coperta di granulazioni, fitte specialmente 
alla parte centrale, e verso l’orlo si rendono poco visibili i filetti settali assai fini, 
più o meno ondulati e intrecciati. 

In sezione longitudinale la spira mostrasi abbastanza regolare, formata da 10 
a 14 giri, a passo quasi costante. La camera centrale (microsfera), la lamina, i setti 
e le logge sì comportano press’a poco come nella N. /aevigata, eccettuate piccole 
differenze, per le quali però non credo di poterne fare una specie a parle, come 
fu considerata, oltre che dal Lamarck, da D’Archiac et Haime nella loro clas- 
sica « Monographie des Nummulites ». Mi sembra più giusto di segnire | opinione 
del prof. Tellini facendone una varietà della N. laevigata, dalla quale si può as- 
serire che differisca soltanto per la presenza delle granulazioni superficiali e per le 
dimensioni, che sono generalmente più piccole. 

Alcuni esemplari di questa varietà furono da me trovati nello stesso calcare del 
Gran Sasso in cui rinvenni la N. /aevigata. 

Inoltre riferisco alla medesima varietà scabra parecchie nummuliti riscontrate 
in un calcare grigio, compatto, proveniente da una località della Basilicata a S. E. 
del piano di S. Vito, tra Sala e Marsiconuovo, e descritto da De Lorenzo come 
eocene medio (XX). 


Esemplari di grandezza varia: 


Nummulites Lamarcki d’Arch. ei Haime 


Hig:.di 
1853. — D'Archiac et Haime, VIII, p. 109, pl. IV, f. 14-16. 


Forma lenticolare, poco rigonfia al centro, con orlo piuttosto sottile e superficie 
coperla di granulazioni ben visibili alla parte centrale. Gli esemplari di.questa specie 
sono piccolissimi, raggiungendo appena le dimensioni ra 

In sezione longitudinale vedesi nel mezzo una grande camera, la quale nel dia- 
metro maggiore misura quasi mezzo millimetro di larghezza, e la prima loggia della 
serie © semilunare e ampia in quasi tutti gli esemplari. La spira è formata da 3-4 
giri abbastanza regolari, con passo decrescente solo all’ ultimo giro. I setti sono 


AR 
quasi equidistanti fra loro, ben incurvati e inclinati, non molto sottili tanto alla base 
AI pel : k 
quanto all’ apice. Se ne possano contare: 4 in i del secondo giro, 6 in ni del 


terzo, e 8 in a. del quarto giro. 

La lamina conserva un eguale spessore in tutta la spira, e mentre nei giri cen- 
trali misura la metà circa dell’altezza delle logge, nell’ ultimo giro invece, per il 
diminuire del passo, è uguale a quell’altezza. Le camere sono regolari, in forma di 
reltangoli nei primi tre giri, con l'altezza che prevale sulla larghezza, quadrate in- 
vece alla periferia. 

Ho riscontrato alcuni esemplari di N. Lamarcki, molto ben conservati e rico- 
noscibili, nel precitato calcare del Gran Sasso d’Italia. 


Nummulites lucasana Defr.(?) 


1850. — D'Archiac, VI, vol. III, p. 238 [Nummulina lucasana Defr., ms.]. 
1853. — D’Archiac et Haime, VIII, p. 124, tav. VII, fig. 5-12. 


Riferisco alla N. /ucasana parecchie forme che trovansi in un calcare bianco di 
Padula (Salerno), adoperato come pietra da scalpellare e riferito all’ eocene medio 
(XVI e XX). Gli esemplari sono però così poco distinti, che mi fanno restare in 
dubbio sulla loro determinazione specifica, e se li ascrivo alla Zucasana, lo faccio te- 
nendo conto delle dimensioni, dell’aspetto della sezione trasversa e di una grande 
camera centrale, nettamente visibile. 


Var. Meneghinii d'Arch. et Haime 
Fig. 6. 
1853. — D'Archiac et Haime, VII, p. 120, tav. Y, fig. 7 a-e. 


Gli esemplari che riferisco a questa varietà hanno dimensioni assai variabili, ma 
65 bb ‘4 


Re MII 

Hanno forma lenticolare, più o meno rigonfia al centro, con orlo piuttosto ot- 
tuso, superficie coperta di strie raggianti sino all’orlo, e di granulazioni grosse e 
rade alla parte centrale, visibilissime ad cechio nudo, specialmente sulia penultima 
lamina. 

Sezionate longitudinalmente, queste nummuliti mostrano una camera centrale 
circolare (megasfera), la quale misura mezzo millimetro di diametro in quelle di 
media grandezza, e 6-8 giri di spira abbastanza regolare, a passo costante o un po” 
più piccolo all’orio. Le camere sono piuttosto irregolari, quasi quadrate al centro, 
e divengono più larghe che alte nei giri successivi, per l’ingrossarsi della lamina. 
Questa nei primi giri ha spessore uguale all’altezza delle logge, e verso la periferia 
la supera. ] setti sono per lo più equidistanti, radi, ricurvi, ben inclinati e piuttosto 


di ae è Se. | - : A. | 
sottili. Per lo più si trovano in numero di 6 in + del quarto giro e di 8 in eg 


più comuni vi ho notate le seguenti: mm. 


del sesto. 


sL'a 

In sezione trasversa si ha un’elisse rigonfia, con estremi non molto acuti, poi- 
chè gli assi stanno come 3 a 2. Inoltre è nettamente visibile la camera centrale e, 
sovrapposti ad essa, di solito, 7 giri di lamina. 

Ho riscontrato parecchi esemplari di N. /ucasana nel calcare scuro alla Sorgente 
di Campitello presso Sepino (fig. 6), e li ho riferiti alla varietà Meneghini? perchè 
hanno la lamina molto più spessa del tipo e della varietà granulata Tell.; di più 
le granulazioni superficiali non sono così fitte ed estese da farli attribuire a que- 
st’ ultima. Però ho trovato queste forme associate nel detto calcare con la N. per- 
forata var. granulata, mentre di solito accompagnano la var. Renevieri della N. per- 
forata. i 

Alcuni esemplari di N. lucasana var. Meneghinii furono da me riconosciuti anche 
nel calcare di Sassinoro (eocene medio) ‘), dove furono raccolti, al pari dei prece- 
denti, dal prof. Bassani. 


Nummulites Molli d’Arch. 
Fig. 7. 


1850. — D'Archiac, VI, vol. II, p. 239. 
1853. — D’'Archiac et Haime, VIII, p. 102, tav. IV, f. 13 a-c. 


Nummalite lenticolare, poco rigonfia al centro, con orlo sottile e superficie ri- 
i dat ; 5) 
coperta interamente da numerose granulazioni. Grandezza media: +. 


‘ In sezione longitudinale si osserva una grande camera centrale, circoiare, che 
supera il mezzo millimetro di diametro, e 8-9 giri di spira regolare, a passo quasi 
costante. La lamina, sottilissima nel primo giro, ispessisce rapidamente sino a su- 
perare la metà dell’altezza delle logge, conservando tale grossezza per tutta la spira, 
eccettuati gli ultimi giri, nei quali mostrasi di nuovo ridotta. 

I setti sono piuttosto equidistanti, poco curvi e quasi perpendicolari rispetto 
alla lamina. Sono abbastanza fitti in tutti i giri e ugualmente sottili dalla base al- 
l’apice. Ve ne sono 5 in = del terzo giro, 7 in - dei seltimo giro, e 8 in + del- 
ottavo. Le camere, più alte che larghe alla parte centrale, diventano quadrate, per 
l’ispessirsi della lamina, nei giri intermedi, e alla periferia la larghezza prevale un 
poco sull’altezza. 

Ho riscontrato alcuni esemplari di N. Mo/Z nell’arenaria (macigno) dell’isola di 
Capri, ascritta all’eocene superiore (X). 


) La N. lucasana era già stata citata nei calcari eocenici di Sepino, Sassinoro e Morcone 
(XIII, p. 340; XIV, p. 272). 


AtTI— Vol. XI— Serie 22"-N2 5 2 


E 
Nummulites perforata d’Orb. 


1826. — D'Orbigny, IV, vol. VII, p. 129 [Nummulina perforata]. 
1853. — D'Archiac et Haime, VIII, p. 115, tav. VI, fig. 1-12. 


Var. granulata Tell. 
Fig. 8. 
1890. — Tellini, XI, pag. 28, tav. XII. fig. 2-3; tav. XIV, fig. 42-43. 


Forma Jenticolare, con orlo ottuso e centro molto rigonfio; superficie rico- 
perta di grosse e rade granulazioni, ben visibili tra i filetti settali raggiati. Dimen- 
sioni: - s = E 

Nella sezione longitudinale si osserva una piccola camera centrale (microsfera), 
ma poco distinta, come anche non sono ben netti i giri che l’attorniano. Si pos- 
sono iultavia contare da 12-14 giri di spira non molto regolare, con passo dapprima 
costante e che va impiccolendosi lentamente solo alla periferia. 

Le camere sono irregolari in certi esemplari, abbastanza regolari in altri, più 
larghe che alte, specialmente verso l'orlo, pur essendo quasi quadrate nei giri cen- 
trali. La lamina è inegualmente ingrossata non solo nei diversi giri, ma anche in 
vari punti dello stesso giro di spira. Il suo spessore, che al centro è uguale all’al- 
iezza delle logge, va sempre più aumentando, finchè verso l’ orlo supera di molto 
quell’altezza. 

I setti sono radi, sottili, inclinati e ricurvi irregolarmente, inequidistanti in tutta 


la spira, più fitti al centro. Ve ne sono 6 in = del sesto giro; 9 in + dell’ otta- 


vo; ll in - del decimo. 

La sezione trasversa mostra un’elisse rigonfia, i cui assi stanno come 4a 2. Vi 
si contano 10-12 giri di lamina, regolarmente sovrapposti. 

Ho riconosciuto molti esemplari di questa varietà (fig. 8) raccolti dal prof. Bas- 
sani nel calcare scuro di Campitello presso Sepino (eocene medio), dove la N. per- 


forata era già stata citata (XIII, p. 340; XIV, p. 272). Alcuni ne ho rinvenuti anche 
nel predetto calcare di Manoppello. 


Var. Renevieri de la Harpe 
Fig. 9. 
1881. — De la Harpe, IX, p. 132 e 134, tav. III, fig. 8-14. 


Ascrivo a questa varietà della N. perforata moltissimi esemplari che trovansi in 
un incluso nei conglomerati del Vallone di Rosa al m. Vulture, poichè in queste 
forme i giri non sono ravvicinati alla periferia, come lo sono sempre nel tipo, e 
perchè la spira è abbastanza allargata. 


en. 

Questi stessi esemplari differiscono poi da quelli riscontrati a Sepino e a Ma- 

noppello, perchè non presentano alla loro superficie traccia alcuna di granulazioni, 
ma solo filetti settali, diritti od ondulati, sempre ben visibili. 


Nummulites striata d’Orb. 
Fig. 10. 


1850. — D'Orbigny, VII, vol. II, p. 406 (pars). 
1853. — D’Archiac et Haime, VII, p. 135, tav. VIII, fig. 9-14. 


Nummulite lentiforme, poco rigonfia al centro, con orlo sottile e superficie ri- 
coperta di strie diritte, molto marcate, raggianti dal centro all’orlo. Le dimensioni 


o $ 83, 
di queste forme variano da ia? = 


In sezione longitudinale si vede al centro una camera circolare, non molto 
grande, ma però benissimo distinta, e 6-7 giri di spira assai regolare, che la cir- 
condano con passo costante. La lamina ha uno spessore che è uguale alla metà circa 
dell’altezza delle logge, e si conserva di tale grossezza in tutti i giri. I setti sono 
regolari, equidistanti, poco incurvati e poco inclinati, ugualmente sottili dalla base 
all’apice. Ne ho conlali in media: 5 in a del terzo giro, 8 in n: del quinto giro, 9 
in di del sesto giro. Le camere sono rettangolari, e la loro altezza misura una volta 
e mezzo la larghezza, mantenendosi in queste proporzioni dal centro alla periferia. 

La sezione trasversa appare in forma di elisse allungata, con estremi appun- 
tati, e i due assi stanno come 4 a 1,5 o come 4a 2. Vi si vedono 6-7 giri di lamina 
sovrapposti l’uno all’altro in modo assai regolare. 

Ho riscontrato i rappresentanti di questa specie nel calcare chiaro di Sepino 
(fig. 10), raccolti dal prof. Bassani, e di Sassinoro, dov'era già stata citata (XIII, 
pag. 339 e XIV, p. 272). 

Ho ascritto alla N. striata pochi esemplari trovati in un incluso nei conglome- 
merati del Vallone di Rosa al m. Vulture, e sebbene queste forme presentino un 
numero minore di giri spirali, pure ho creduto bene di riferirle alla detta specie 
per la regolarità e i caratteri che presentano i giri stessi, e per i filetti settali di- 
ritti, raggianti e visibilissimi alla superticie esterna. 


Nummulites subgarganica Tell. 
Fig. 11. 
1890. — Tellini, XI, p. 26, tav. XII, fig. 10-11; tav. XIV, fig. 1-3. 
Forma a megasfera, con 5-6 giri di spira regolare, con passo più piccolo al 
ceutro, che va crescendo continuamente sino alla periferia. La lamina è molto in- 


grossala nei giri centrali, tanto che il suo spessore supera l’altezza delle camere; 
nei giri esterni invece la lamina è più sottile di quell’altezza medesima. La camera 
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centrale è piuttosto piccola; le logge dei primi giri sono quadrate, quelle verso la 
periferia sono un po’ più alte che larghe. I setti sono abbastanza fitti, regolarissimi, 
equidistanti, quasi diritti e impiantati perpendicolarmente sulla lamina. Ne ho con- 
tali in media: 6 in 4 del terzo giro e 7 in + del quarto giro. Questa specie ha 
piccolissime dimensioni: il suo spessore è indeterminato, mentre il diametro non 


supera i 3 millimetri. Ne ho riscontrati parecchi rappresentanti nel citato calcare di 
Manoppello. 


Nummulites Tchihatcheffi d’Arch. et Haime 
Fig. 12. 
1853. — D'Archiac et Haime, p. 98, pl. I, fig. 9 a-e. 


Ho riscontrato varii esemplari di questa specie nel predetto calcare di Manoppello, 
la maggior parte sezionati naturalmente nel senso longitudinale, e riconoscibili con 


facilità pei loro caratteri distintivi. La grandezza media è espressa da 35: in alcu- 


ne forme intiere ho polulo osservare la superficie liscia, coperta da strie sollilissime 
e assai filte, raggianti dal centro alla periferia. L’orlo è piuttosto sottile. 

Hanno spira quasi regolare, formata da 4-5. giri a passo costante negl’inter- 
medi, e un po’ più piccolo nel primo e nell’ ultimo giro. La camera centrale è 
grande, misurando circa un millimetro di diametro, Le altre camere sono piuttosto 
regolari, con l’altezza che misura il doppio circa della larghezza, meno nell’ ultimo 
giro in cui sono quadrate. La lamina è regolare, spessa circa la metà dell’altezza 
delle logge, solo un po’ più sottile alla periferia. 

I setti sono abbastanza fitti, assottigliati ali’ apice, assai ricurvi e inclinati, non 
iutti equidistanti fra loro. Ve ne sono 7 in = del terzo giro e 9 in 7 del giro suc- 
cessivo. ; 

Questa specie fu già trovata con molta frequenza in varie località della Majella, 
nei calcari bianchi dell’eocene superiore (VIII, p. 98; XI, p. 14; XII, p. 7). 


Nummulites variolaria Sow. 
Fig. 13. 
1829. — Sowerby, V, vol. VI, p. 76, tav. 538 a, fig. 3 [Nummularia variolaria]. 


Le dimensioni degli esemplari di questa specie che ho esaminati sono assai va- 
riabili, ma sempre piccole: 3 ; a i i mm. La parte centraie è più o meno ri- 
gonfia, l'orlo sottile e la superficie ricoperla da filetti settali raggianti dal centro alla 
periferia, nettamente visibili. 

Nella sezione longitudinale di queste forme ho osservato una piccola camera 
centrale, ma ben distinta, circondata da 4-5 giri di spira regolare, con passo quasi 
sempre costante. La lamina conserva in tutti i punti il medesimo spessore, che è 
un po’ più piccolo dell’altezza delle logge, e in certi esemplari misura anche la 


SAT 
‘metà, o meno, di quell’ altezza. I setti sono quasi equidistanti, solo più fitti alla 
parte centrale; son poco curvati e poco inclinati, egualmente sottili alla base e al- 
l'apice. Nell'ultimo giro si mostrano però più ricurvi e ad angolo più acuto rispetto 
alla lamina. Se ne contano: 6 in 7 del terzo giro; 7 in + del quarto. Le camere 


sono regolari e quasi quadrate in tutta la spira, ma nelle forme a lamina sottile 
sono rettangolari, e circa il doppio più alte che larghe. Questi esemplari a lamina 
più sottile e con setti più curvi e maggiormente inclinati si avvicinano molto alla 
N. subdiscorbina de la H., della quale hanno anche le dimensioni: i. 

Ho tuovata ben rappresentata la N. variolaria (fig. 13) nell’arenaria (macigno) 
di Capri (eoc. sup.); dov’ era già stata citata dal dott. Oppenheim (X, p. 464). 
Riferisco a questa specie anche molti esemplari rinvenuti nei calcari dell’eocene su- 
periore di Lagonegro (Basilicata) e precisamente alla confluenza del torrente Vajeto 
col fiume Serra, nella valle di Petinachiana e in quella di Mascilimiero (XV, p. 73). 
Però non sono certa di questa determinazione, perchè gli esemplari stessi sono parte 
mal conservati e parte si presentano solo in sezione trasversale. 
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SPIEGAZIONE DELLA TAVOLA 


N. garganica Tell. (+) — Calcare di Manoppello. 
N. Guettardi d'Arch. et H. (È) — Cale. di Agnana: a) sez. long.; d) sez. trasversa. - 


. N. italica Tell. (È) — Calcare di Manoppello. 


N. lacvigata Lam. (È) — Calcare del Gran Sasso d’Italia. 


. N. Lamarcki d'Arch, et H. (> — Calcare del Gran Sasso d'Italia. 
. N. lucasana Defr., var. Meneghinii d'Arch. et H. (5) — Calcare di Sepino: 


a) sez. long.; d) sez. trasv. 


. N. Molli d'Arch. 5) — Arenaria di Capri. 


8. N. perforata d'Orb., var. granulata Tell. (+) — Calcare di Sepino, presso la. 


Sorgente di Campitello: a) sez. long.; d) sez. trasversa. 


. N. perforata d'Orb., var. Renevieri de la H. (+) — Congl. Vallone di Rosa. 
. N. striata d'Orb.(4)— Cale. di Sepino: a) sez. long.; 5) sez. trasversa. 

. N. subgarganica Tell. (4) — Calcare di Manoppello. 

. N. Tchihatcheffi VArch. et H. (-) — Calcare di Manoppello. 


. N. variolaria Sow. (+) — Arenaria di Capri. 
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ATTI DELLA R. ACCADEMIA 


DELLE SCIENZE FISICHE E MATEMATICHE 


DI UN TENIOIDE DELL’ALAUDA ARVENSIS 
CON RIGUARDO SPECIALE AD UN ORGANO PARAUTERINO 


MEMORIA 
del dottor ATTILIO CERRUTI 


presentata nell'adunanza del dì 6 Luglio 1901. 


Undici anni fa, il compianto prof. Crety, descrivendo alcuni teuividi nuovi 
delle coturnici, segnalava in uno d’essi (faenza nigropunctata) la presenza di un 
organo singolare, come un «tubo contorto », che, partendo dal punto ove si uni- 
scono i due lobi formanti l'utero in ogni proglottide, si dirige verso la parte an- 
teriore della stessa. 

Il diligente autore, circa la struttura del nuovo organo, si esprime così: « Con 
lo stesso [forte] ingrandimento, osservando una sezione trasversa, condotta nel mezzo 
della proglottide matura, si osserva che il tubo contorto è un cilindro, ed è for- 
mato da numerosi filamenti, che si colorano intensamente, i quali dalla periferia 
sì porlano verso il centro obliquamente ». 

L’A. non dà altri particolari al riguardo, riserbandosi di descrivere più tardi 
lo sviluppo successivo e completo dell’ organo e la sua funzione. Sventuratamente 
la morte sopravvenuta poco dopo non gli permise di mantenere la promessa. 

Tre anni dopo lo Stiles, in una memoria pubblicata insieme ad Hassall, in- 
dicava e figurava anch’egli, in una tenia poco studiata (Stilesia globipunctata, pa- 
rassita delle pecore), aderente a ciascuno dei due uteri contenuti in ogni proglottide, 
un organo particolare, avente presso a poco la forma di un cono, con la punta 
larga e rotondeggiante, e formato, notisi, da numerosissimi filamenti molto soltili. 

L’A. però, per la mancanza di strobili completi, accenna solo alla presenza del- 
organo ed a qualche particolare. 

Era questorgano descrilto dallo Stiles, nella tenia di mammifero, omologo 
a quello che il Crety descriveva e figurava in una tenia d’ uccello? 

Se noi consideriamo la posizione relativa dell’ organo e insieme la struttura fila- 
mentosa indicata dall’ uno e dall’ altro autore, la conclusione dell’ omologia non può 
essere conlrastata. Ad ogni modo, pare che lo Stiles non abbia ricordati i dati 
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di Crety, perchè non discute, nè ricorda l’omologia, neppure nel suo iavoro pub- 
blicato nel 1896, sebbene riporti in questo un sunto della memoria del Crety e 
le figure relative. 

Però nel 1898, in un’altra memoria pubblicata pure insieme all’Hassall, lo 
Stiles scrive della Stilesia globipunctata: «two lateral cornucopia-like egg pou- 
ches are present in each segmeni ». Senza alcun dubbio i due: « cornucopia-like 
egg pouches» della Stilesia sono organi di quel genere. Il Ransom, profittando 
del citato lavoro dello Stiles e dell’Hassall (1896), ha richiamato in onore l’os- 
servazione del Crety, del quale però non ha potuto esaminare la memoria ori- 
ginale. 

Il Ransom, studiando un nuovo cestode (parassita del tacchino), Me/roliasthes 
lucida, ha trovato in esso un organo avente pure la forma di un cono a larga punta, 
e falto da numerosi filamenti; ed ha potuto convincersi che le uova contenute dap- 
prima nell’utero, penetrano poi a piccoli gruppi nell’interno dell’organo che si muta 
inline in una capsula uterina. 

Infine un cenno riguardo all’ organo di cui mi occupo dà il Dr. Fuhrmann 
(1901) in uno degli ultimi numeri del Zoologischer Anzeiger. Si tralla della de- 
scrizione sommaria, preventiva, d’un nuovo genere di Tenia, questa volta anche di 
uccelli, genere a cui il Fuhrmann dà il nome di Amerina. Nella frase diagnostica 
del nuovo genere l’A. indica: « eine eigenthùmliche Zellmasse, in welche, spàter, die 
Eier hineingepresst werden ». 

Le specie che il Fuhrmann segna come appartenenti al suo genere, sono state 
trovate in uccelli americani e sono due: Amerina longiovata (Plegadis guarauna, 
Loxops sp., Xanthornus cayanensis) e A. inermis (Zonotrichia pileata). L'A. però, 
mentre dà i caratteri più notevoli del genere, circa alle nn. spp. si limita semplice- 
menle ai nomi. 

Ho avuta l'occasione di studiare, nella fine dello scorso anno, un interessante 
tenioide, trovato in allodole (A/auda arvensis) catturate a Taranto nell’ Ottobre, in 
cui potei fare delle osservazioni circa l’organo in questione di cui sì poco si cono- 
sce. Descriverò anzitutto la specie, la quale per molti caratteri corrisponde appunto 
al gen. Amerina. 

l pochi esemplari da me posseduti hanno piccole dimensioni, raggiungendo lo 
strobilo più grande una lunghezza di appena 65 mm., su di una larghezza mas- 
sima di mm. 1.5. Le progloltidi ultime sono più strette di quelle della parte me- 
diana dello strobilo. 

Lo scolice (fig. 1) è privo di roslello e di uncini, ed è relativamente grosso, 
largo circa un mm. Le ventose sono rotonde, grosse, e l’animale può protenderle 
a guisa di tubi aventi una lunghezza pari, o superiore a quella dello scolice. 

La musculatura delle ventose (fig. 2) è notevole per il suo forte sviluppo. Delle 
fibre (fig. 2, fr) partono dallo strato circondante ogni ventosa e si dirigono verso 
la parte anteriore dello scolice, in cui però manca del lutto un rostello. 

Allo scolice segue un breve collo. Le progloltidi sono generalmente molto più 
larghe che lunghe; solo le ultime hanno forma quasi quadrangolare. ] pori geni- 


tali, posti quasi nel mezzo del margine laterale della progoltide, sono irregolarmente 
alterni. 
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I vasi eseretori più piccoli, larghi 12-16 p in media, seno più vicini all'asse lon- 
gitudinale della proglottide che non quelli più grandi, i quali ultimi, larghi 20-24 p, al 
margine posteriore d’ogni segmento, sono riuniti da un canale trasverso, che passa 
accosto all’utero, allorchè questo è sviluppato. Il canale trasverso dà alle volte dei 
piccoli rami. 

Il poro genitale d’ogni proglottide è ben distinto, e vi è un antro genitale suf- 
ficientemente profondo. In generale sul rapporto delle glandole genitali io ho ri- 
scontrata la topografia accennata dal Fuhrmann nella diagnosi del genere A- 
merina. 

L'apparato riproduttore maschile consta di un piccolo numero (4-6) di testi- 
coli (fig. 11, A). Essi son posti in fila, come nota il Fuhrmann, nel campo oppo- 
sto all’ovario. Dal canto mio richiamo |’ attenzione sulla rilevante grandezza dei te- 
sticoli, che possono giungere, a completo sviluppo, oltre gli Sop di diametro. 

Il deferenle passa in fuori ai canali escretori longitudinali, e forma numerose 
e circonvolute anse prima di sboccare nella piccola tasca del pene (fig. r1,£). 

L’ovario (fig. 11, 0) è molto piccolo, ed ha forma presso a poco ovoide. Negli 
stadi un po’ inoltrati, è tutto irregolarmente diviso in numerose cellette (fig. 8, 0). 
Inoltre esso non è posto sull’ asse longitudinale della proglottide ma alquanto spo- 
stato verso il poro genitale, a breve distanza dal canale escretore più grande. 

L’ovidutto, dapprima dilatato ad imbuto, si resuinge molto, per poi allargarsi 
fino ad assumere un diametro di 12p prima di mettersi in relazione col ricetta- 
colo seminale. 

La vagina, molto strelta, è situata posteriormente alla tasca del pene, e corre 
parallelamente all’ asse trasverso della proglottide, poi si dilata e forma il recepta- 
culum seminis piriforme. 

Dopo l’incontro col ricettacolo, | ovidutto prosegue il suo corso, ed a breve 
distanza dell’utero incontra il vitellodutto. 

Il vitellogeno, piccolo e rotondo, ha struttura affine a quella dell’ ovario, e si 
distingue sui tagli, per la presenza di numerosi e piccoli granuli di vitello forte- 
mente colorabili (fig. 11, d). 

Il vitellodutto, nel punto in cui comunica col vitellogeno, presentasi allargato 
ad imbuto, come accade pure in altri tenioidi di uccelli. 

Vicino allo sbocco del vitellodutto si trovano le glandole del guscio, attorno 
all’ovidutto (fig. 11, c), e sono poco distiute, giacchè sì atrofizzano molto presto. 

Anche l’ovario del resto si atrofizza rapidamente, ed io sono riuscito solo a ve- 
derne le tracce, in proglottidi che seguono ben presto allo scolice. 

L’ovidutto, poco dopo l’incontro con le glandole del guscio, si dilata a for- 
mare l'utero. Questo è piccolo, sferico, posto lateralmente, vicino al poro genitale 
nella parle posteriore della proglottide. 

Per orientarsi sulla disposizione dell'apparecchio genitale, può servire la fig. 11. 
In essa si vede come in breve spazio son racchiuse glandole e condolti, con i rap- 
porti indicati, fra cui come ovidutto ascendente e discendente decorrono, presso a 
poco, paralleli, accosto all’ utero, 

Ecco ora in riassunto le osservazioni che riguardano il particolare organo che 
io denominerei per la sua posizione organo parauterino, od organo del Crety, dal suo 
scopritore. 
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Allorquando le uova fecondate cominciano a passare nell’utero, importanti can- 
giamenti si notano in quest’ ultimo. 

Vicino al punto ove l’ovidutto discendente sbocca stata cominciano a n0- 
tarsi numerosissimi nuclei, che col loro insieme formano un organo coniforme (fig. 
8, op), con la base aderente all’utero, e con l’asse leggermente inclinato su quello tra- 
sverso della proglottide. Negli sladi successivi si nota che il citoplasma aderente ai 
nuclei prende forma di fuso (fig. 7), e gli assi dei singoli fusi si mantengono quasi 
paralleli fra loro. Però il citoplasma dei nuclei più lontani dall’ utero si modifica più 
lentamente, così che sul principio i fusi citopiasmatici vicini all’ utero sono com- 
pleti, mentre quelli della parte distale da esso sono in via di formazione. 

Eslernamente compariscono sui tagli elementi con un piccolo nucleo, apparen- 
temente grandi, vescicolari, assai simili a quelli che Diamare (1893) indica intorno 
al deferente del Dipylidium caninum. Lo stato del materiale non permette che mi 
pronunzii sulla loro essenza (fig. 7, 09). 

Man mano che lo sviluppo procede, l’ organo cambia forma diventando quasi 
ellissoidale, perchè la sua punta si allarga e diviene rotondeggiante. 

Nelle proglottidi mature poi offre un’altra modificazione. Nella parte più lon- 
tana dell’ utero comparisce un leggero sirozzamento, e la porzione che dal solco 
viene ad esser circoscritta si ripiega sulla rimanente parte (fig. 4, 0p). 

Quando tullo l'organo paraulerino si è ben sviluppato, presenta particolare 
struttura istologica. Il citoplasma circondante i nuclei si è ridotto molto; è divenuto 
addirittura filiforme, di modo che i nuclei sembrano impigliati fra una massa di 
sottilissimi fili (fig. 4, 0p). 

Questo stadio corrisponde a quello descrilto dal Crety ‘) nella Taenia nigropun- 
ctata. Tutta la massa dei fili è poi circondata da una parete apparentemente lamellosa, 
e dovuta, forse, ad esterne modificazioni dello stesso blastema formativo (cfr. nota 
2° a pag. 5). 

L’ultero, nelle proglottidi mature, non è più sferico, ma ha assunta la forma 
di una lente, o menisco concavo-convesso, con la concavità adagiata sull’organo fi- 
broso parauterino (fig. 6, 0p). 

In una sezione trasversa troviamo più tardi le uova incluse in una massa a 
struttura trabecolare, con solttilissimi fili aggrovigliati, fra i quali apparisce una so- 
stanza omogenea che si colora debolmente (fig. 5, 0p). 

Allorchè gli embrioni si sono sviluppati nell’ interno delle uova, queste, che 
hanno un diametro di 27-34, cominciano ad esser spinte nell’organo parauterino 
per subire ulteriori trasformazioni. Nelle proglottidi da me possedute, non ho potuto 
trovare una fase di sviluppo più inoltrata di quella disegnata nella fig. 6, nella quale 
si vede che la massa delle uova è penetrata in parte nell’ organo parauterino. 

È molto probabile però che lo sviluppo ulteriore della tenia da me trovata pro- 
ceda come pel Metroliasthes, (e ciò avverrà, forse, nelle proglolttidi libere) e che. 
quindi l’organo parauterino diventi in totalità capsula uterina come in quello. 

Quale è la funzione di tal capsula? 

La mia osservazione diretta non mi permette una conclusione sicura, tanto più 


') Cfr. Crety, 1890, fig. 1. 
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che non ho poluto finora esaminare proglottidi libere. Giudicando per analogia con 


‘apparecchi di allre tenie, forse non è errato supporre che, emesse le proglottidi con 


le feci e disfatto il parenchima generale, la capsula possa poi servire come ultimo 
mezzo di difesa della massa degli embrioni. 

Come si è veduto dal cenno storico, ben pochi particolari si possono desumere 
dalla pubblicazione dello scopritore dell’ organo in esame; e, per quanto possiamo 
giudicare dalle figure del Crety, questi non ha avuto innanzi a sè che uno stadio 
inoltrato, presso a poco guello da me disegnato nella fig. 6. 

Circa ai primi stadi di sviluppo, si resta incerti se il Ransom abbia voluto 
accennare nella fig. 2, tav. XIII della sua memoria, agli stessi nuclei da me veduti 
nella tenia delle allodole (fig. 4). Nel testo |’ A. si limita a scrivere: « Just anterior 
to the uterus within a cone-shaped space, the parenchyma becomes spongy, with 
greally thickened fibers ». 

Accenna pure il Ransom a sottili fibre che, proliferando dall’interno del pa- 
renchima, penetrano nel corpo parauterino. Nel cestode da me osservato, non si svi- 
luppa così la massa fibrosa. 

Crety parla di un tubo contorto, ma non dice se questo è diviso in lobi; tal 
divisione chiara nella sua specie, e nella Stilesia globipunctata, non è accennata 
dal Ransom pel Metroliasthes. 

Anche la migrazione delle uova nell'interno della massa parauterina diversa- 
mente da quanto è stato notato nel Metroliasthes, avviene nella specie dell’ AZau- 
da. In quest'ultima specie le uova penetrano tutte insieme nell’ organo parauterino. 


Nel Metroliasthes si dividono prima in piccoli gruppi, che migrano separatamente nella 


massa fibrosa ed ogni gruppo d’uova rimane in ultimo avvolto da una capsula for- 
mata dalla sostanza fibrillare. i 

Le specie finora note come fornite di organo parauterino sono: Taenia nigro- 
punctata, Stilesia globipunctata, Metroliasthes lucida, Amerina longiovata, A. inermis, 
Taenia Candetabraria, Chapmania tauricollis. A queste dovrà aggiungersi quella da 
me descritta, qualora possa esser considerata come specie distinta, ciò che potrà sa- 
persi solo dopo la pubblicazione del lavoro del Fuhrmaunn '). 

Spero di poter ritornare, in avvenire, sul valore morfotogico dell'organo. In que- 
sto senso tultavia non priva di significazione mi sembra la maniera con la quale io 
trovo che esso si sviluppa ?). 


1) Secondo le regole vigenti in sistematica dovrei senz’ altro passar su specie di cui son noti soli 
i nomi, e denominare la mia specie per esempio: Amerina alaudae. 

Tuttavia, ripeto, riservo un giudizio definitivo dopo ulteriori dati del Fuhrmann. 

Voglio qui notare anche che il Fuhrmann nella recente memoria: Bemerkungen iiber einige 
neuere Vogelcestoden », sostiene che ogni gruppo importante d’uccelli ha delle specie di tenie che 
non si trovano in uccelli appartenenti ad altri gruppi. Questo criterio dell'A. oltre all’ essere in con - 
traddizione con fatti noti, lo è pure con quanto lo stesso Fuhrmann scrive a proposito d’ una delle 
‘sue nuove specie, l Amerina longiovata. 

Egli infatti descrive tale specie come parassita del Plegadis guarauna, e del Xanthornus ca- 
yanensis. Intanto è a notare che il primo è un ibide, il secondo un passeraceo. 

3) Il dott. Diamare mi partecipa direttamente l'opinione che questi organi parauterini non 
sembrano, in essenza, fenomeni nuovi nè isolati, ma che si può ricondurli con la mente al pro- 
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Molto caratteristica nella tenia da me trovata nelle allodole, è anche la forma 
dell’ embrione. Anzi è appunto per tale strana forma, che m’induco ad assegnare 
al genere Amerina il tenioide descritto. 

Furhmann nella diagnosi del genere scrive: «Der Embryo zeigt eine eigen- 
thiimliche langsgestreckte Form, so dass einen Nematoden sieht». 

Nei primi stadi di sviluppo, l'embrione ha forma simile a quella di tutti ga 
embrioni di cestodi, più tardi assume la forma allungata e fusiforme disegnata nella 
fig. 9; più tardi ancora si presenta in forma d’ un nematode ed avvolto su di se stesso 
(fis. 5, ebr). La sua larghezza è di circa 4p. 

La fig. 10, lo rappresenta veduto a forte ingrandimento. 

Sono notevoli in esso i grossi nuclei ovali. 


Sento ora il dovere di porgere i miei speciali ringraziamenti al Dr. V. Diamare,. 
Coadiutore in questo Gabinetto, pei l’aiuto prestatomi e per la cura con la quale mi 
ha guidato in questo mio primo lavoro. 


Istituto d’ Anatomia Comparata della R. Università, diretto dal Prof. A. Della Valle. 
Napoli, Giugno 1901. 
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cesso istesso con cui si generano le cosidette capsule ovariche o meglio ovifere degli altri cestodi.. 
Con ogni probabilità trattasi d’una particolare modalità di quel processo. Nel 1893 (Le funzioni 
dell’ovario nella Davainea tetragona Molin, Rendiconti della R. Acc. delle Scienze Fisic. e Mat. 
di Napoli, fase. 8-12, Dicembre) l'A. fu d’avviso che le capsule ovifere non al parenchima delle pro- 
glottidi dovessero riferirsi, ma piuttosto ad ulteriore modificazione d’uno speciale tessuto preesistente, 
indicando che questo si dovesse ricercare o in un residuo dell’ epitelio germinativo o — e ciò gli è- 
sembrato in prosieguo ancor più accettabile — in quel residuo del blastema primitivo il quale tro- 
vasi all’intorno di tutto l'apparato genitale. Nel caso attuale si tratta appunto d’ un organo il quale 
sorge come una posteriore differenziazione cellulare, in un senso determinato, all’esterno d’ un tratto- 
genitale, a sua volta ultimamente formato, l'utero, la cui funzione esso completa o sostituisce, 

Secondo il modo di vedere di Diamare, poichè nulla autorizza a credere che elementi di 
altra natura e diversamente differenziati (parenchimali) prendano parte alla costruzione di organi 
futuri, si deve riconoscere piuttosto, ne’ casi in questione, semplicemente una differenza di tempo- 
nello sviluppo di parti proprie dello stesso sistema genitale, come in complesso accade in que- 
sto sistema dei vermi a nastro in cui successivamente sorgono parti quando già iniziata od avvan-- 
zata è l’atrofia di precedenti parti. 
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. Scolice e collo. Da preparato in toto. Obb. A, oc. 2. Zeiss. 
. Sezione dello scolice; fle, fibre muscolari esterne; /lî, fibre muscolari interne; fa, strato» 
. Proglottidi mature. Da preparato in toto. op, organo parauterino. Obb. A, oc. 2. 
. Corpo parauterino veduto in sezione, per mostrare la struttura fibrillare. Obb. DD, 
. Sezione dell’ utero, con le uova con embrione nematoidiforme (ebr), racchiuse nella. 


. Sezione trasversa di proglottidi mature. Il taglio interessa più profondamente le pro- 
. Il corpo parauterino in uno stadio intermedio fra quello disegnato nella fig. 8, e quello» 


. Inizio del corpo parauterino. Obb. F, oc. 2. Zeiss. 
. Uovo con embrione in via di sviluppo, Obb. ‘/,,. Imm. omog. Oc. 2. Zeiss. 
. Uovo con embrione sviluppato. Non è stata disegnata la massa avvolgente l’ uovo. 


. Schema dell’apparecchio riproduttore: o, ovario; d, ricettacolo seminale; v, vagina; 
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muscolare avvolgente la ventosa; fr, fibre della parte anteriore dello scolice; mp, mu- 
sculatura propria della ventosa. Obb. A, oc. 2. Zeiss. 


Zeiss, 
oc. 2. Zeiss. 
massa descritta nel testo. Obb. F, oc. 2. Zeiss. 


glottidi anteriori. La massa delle ucva è penetrata neli'organo parauterino. Obb. A, 
oc. 2. Zeiss. 


disegnato nella fig. 4. Si notino i fusi citoplasmatici; eg, elementi di dubbio significato 
(efr. p. 4); ov, uova. Obb. F, oc. 2. Zeiss. A 


Obb. ‘/,3. Imm. omog. oc. 2. Zeiss. 
d, vitellogeno; £, glandole del guscio; uf, utero; e, canale escretore più grande; fi. 


canale escretore più piccolo; g, canale escretore trasrerso; &, testicoli; é, deferente: 
k,tasca del pene; 0p, corpo parauterino al suo inizio. 
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ATTI DELLA R. ACCADEMIA 


DELLE SCIENZE FISICHE E MATEMATICHE 


CONSIDERAZIONI SULL'ORIGINE SUPERFICIALE 
DEI VULCANI 


MEMORIA 


di GIUSEPPE DE LORENZO 


presentata nell'adunanza del dì 7 Dicembre 1901 


« Hinc via Tartarei quae fert Acherontis ad undas » 
Vire. VI Aen. 


Riassumo in questo scritto brevemente alcune osservazioni e considerazioni, 
che nel corso degli anni son venuto facendo sui vulcani dell’Italia meridionale, le 
quali mi pare che convalidino le antiche vedute sulla origine superficiale dei vul- 


. cani sparsi per la faccia della terra. Parlando di origine superficiale naturalmente 


non intendo rievocare il concetto estremamente unilaterale di Buffon, che collo- 
cava nel centro o addirittura alla cima dei monti ignivomi la sede del fuoco ani- 
matore, ma credo solamente indicare, che gli attuali fenomeni eruttivi sono limi- 
tati alla parte superficiale, o corticale, del nostro pianeta, pel quale essi rappresentano 
i processi ei modi di scambio e di miscela tra la litosfera e l’idro-atmosfera. 

In tal modo quindi i vulcani non sono considerati come estrusioni, troppo 
esigue rispetto alla loro origine, di un'unica massa centrale, incandescente e fluida, 
ma, conformemente ai risultati dei calcoli astronomici, vengono riguardati come 
sintomi esteriori e superficiali d’ un corpo planetario in via di avanzato consolida- 
mento e raffreddamento e nella sua grande massa interna già quasi del tutto ir- 
rigidito. A tale risultato senza sforzo si giunge, se si tiene esatto conto dei mezzi 
e modi, per cui si esplicano le eruzioni vulcaniche; delle varie forme, che assu- 
mono i vulcani; della composizione e struttura, che essi frivelano; della funzione, 
che rappresentano nell’economia tellurica; e delle analogie, che presentano con al- 
tri fenomeni simili e più vistosi, offerti da altri corpi cosmici, i quali, come il 
sole, non sono pervenuti ancora all’avanzato stadio di consolidazione, cui è giunta 
la terra. Ciò appunto cercherò di esporre in breve nelle pagine seguenti, servendomi 
specialmente di esempii tratti dalle nostre contrade vulcaniche. 
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Diversi tipi di vulcani 


Chiunque ha veduto dei vulcani in varî stati di attività, ha potuto facil- 
mente osservare quale e quanta parte nel loro funzionamento esercita il vapor di 
acqua, accompagnato in misura subordinata da altri gas. Infatti, sia che si veg- 
gano le fumarole sprigionarsi dal fondo e dai fianchi d’un cratere allo stato di 
solfatara; o che si osservino le centinaia di scorie e di bombe, lanciate tra scoppî 
e schianti dall’estremità di una colonna lavica, nel suo periodo di attività cro- 
nica stromboliana e nei parossismi acuti di tipo vulcaniano; o che si esplori « il 
corso Del temuto bollor, che si riversa Dall’inesausto grembo Su l’arenosc dorso »; 
o che si assista allo spettacolo di una corrente di lava, che sgorga impetuosa 
dai fianchi di un vulcano e si stende verso le fa!de tra grandi nembi di vapore; 
o che finalmente ci si rappresenti una violenta esplosione di tipo pliniano, come 
quella del Krakatau: sempre e da per tutto è il vapor d’acqua, che produce questi 
fenomeni e processi di attività, dai più esigui ai più ingenti. Il magma eruttivo, 
spogliato dell’acqua e degli altri gas, ossia ridotto a una semplice fusione minerale, 
sarebbe per sè stesso inerte, non capace di potere cinetico e dinamico maggiore di 
quello di un qualsiasi metallo semplicemente fuso. Ma come i metalli fusi, giusta 
quanto Reyer ci ha con buoni argomenti ripetuto, assorbono gas e diventano così 
capaci di gonfiarsi e sprazzare, similmente il magma dall’acqua assorbita, sia 
allo stato sferoidale che a quello di vapore, trae la forza di sorgere, di muoversi, 
d’ irrompere, di scoppiare, d’ esplodere. 

Or dunque l’acqua, essendo il principale elemento attivo delle eruzioni, è an- 
che quello che principalmente determina la struttura, la forma e la funzione dei 
varî vulcani; l’acqua quindi fornisce la base prima per una naturale classifica- 
zione dei diversi tipi di vulcani. 

Se facciamo astrazione dalle stufe, dalle sorgenti termali e termominerali, 
dai vulcani di fango e dai geysirs, in cui l’acqua, allo stato fluido o aeriforme, 
fuoriesce dalla terra con moderata attività, portando semplicemente sospese o di- 
sciolte in sè le sostanze, attraverso cui passa, si può considerare come il primo 
grado di vera attività vulcanica quello, in cui il vapor d’acqua sotto forte ten- 
sione, aprendosi improvvisamente un varco, squarcia il suolo con un’ apertura cir- 
colare o ellittica, sui cui orli slancia il materiale, attraverso il quale s’ è aperto 
violentemente il passaggio. Viene così a formarsi un cratere o bacino d'esplosio- 
ne, un pit-crater, un Maar: come ce ne sono noti da tutte le regioni vulcaniche. 

Naturalmente non avviene quasi mai, che in tali esplosioni il vapor d’acqua 
lanci in aria solamente il materiale attraverso cui ha fatto irruzione: general- 
mente esso porta con sè anche il magma, di cui fa intima parte; e questo mag- 
ma, data la forza di tali esplosioni, esce ordinariamente polverizzato sotto forma 
di ceneri, sminuzzato in lapilli, frantumato in brecce e soffiato in pomici o in 
scorie, secondo la maggiore o minore acidità della soluzione fusa originaria. Que- 
sto materiale frammentario, accumulandosi in strati quaquaversali intorno alla 
bocca d’eruzione, secondo le norme dettate dalla sua natura fisica, dalla sua forza 
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di projezione e dalla legge di gravità, finisce col costituire un cono, retto od 
obliquo, con ampio e svasato cratere ad imbuto, che è la forma tipica dei vu/cani 
di tufo o di altro materiale frammentario, o dei vulcani del tipo dei puys. 

Ma spesso, dopo che il vapor d’ acqua con le sue esplosioni, o anche forse 
accidenti tettonici con le loro beanti fratture, hanno aperto la via al magma; 
questo, gonfiandosi e innalzandosi possentemente, invece di esplodere e sminuzzarsi 
si riversa all’esterno con grandi sbocchi di lava, i quali, a seconda della maggiore 
o minore vischiosità e fluidità, si accumulano su sè stessi o si espandono su grandi 
superficie. Nel primo caso si hanno dei coni regolari sul genere di quelli, alti 
fino a 130 m., formatisi nelle due ultime eruzioni laterali del Vesuvio del 1891 
e del 1895; nel secondo invece si formano delle pile quasi orizzontali di estesi 
banchi lavici l’uno all’ altro sovrapposti, come ce n’ offre vistosissimo esempio il 
Dekkan : in tutte due i casi si hanno dei puri vulcani di lava. 

Generalmente però la maggior parte dei vulcani non sono tutti di lava nè 
tutti di tufo o di materiale frammentario; ma le eruzioni laviche, alternandosi 
con le esplosioni di ceneri, di lapilli, di pomici, di brecce, di bombe e di scorie, 
concorrono con la loro armonica mistione a formare quel tipo classico dei vulcani 
compositi, che ci è così bellamente rappresentato dal Vesuvio, dallo Stromboli e 
dall’ Etna, e che è il più diffuso tra i vulcani oggi sparsi sulla faccia della terra. 

Sia or dunque, che trattisi di crateri d’ esplosione, o di vulcani di tufo, o 
di lava, o compositi: in tutt'i casi noi abbiamo già nel materiale, di cui questi 
vulcani sono formati, un criterio approssimativo, per poter giudicare della rela- 
tiva profondità, da cui è partito il magma, che ha fatto eruzione. Questo criterio 
c'è dato appunto dalla qualità e quantità del materiale, attraverso cui il magma 
stesso s'è aperto il passaggio, per venire alla superficie. 


Materiali autogeni e allogeni 


In ogni vulcano generalmente vi sono materiali autogeni, costituiti dai pro- 
dotti di solidificazione del magma originario e provenienti dalle profondità, in cui 
il magma stesso giaceva o si formò, e materiali allogeni, rappresentati dalle so- 
stanze estranee, con cui il magma si trovò a contatto nella sua permanenza plu- 
tonica, e attraverso cui si aprì il passaggio, per presentarsi all'aperto nello stato 
vulcanico. 

I materiali autogeni, a seconda della varia quantità e tensione dell’acqua in 
essi contenuta, possono presentarsi nelle diverse forme di solidificazione, clastiche 
e continue, dianzi accennate: cioè di ceneri, lapilli, brecce, pomici, scorie, bloc- 
chi, bombe e lave. Essi possono quindi fare arguire della profondità, da cui pro- 
vengono, solo mediante la loro composizione chimica e mineralogica, la loro strut- 
tura e le possibili relazioni genetiche, che presentano con i terreni, attraverso cui 
son passati. 

Non così i materiali allogeni, i quali, rappresentando quella parte di ter- 
reni, che il magma ha attraversato per fare eruzione alla superficie, possono dare un 
indizio quasi sicuro dalla profondità, da cui il magma stesso proviene. Natural- 
mente questi materiali allogeni, essendo stati strappati dal magma e dal vapor 
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d'acqua alla. loro matrice infranta e squarciata, non possono trovarsi che nelle 
forme clastiche di ceneri, lapilli, brecce e blocchi rigettati: intatti, o più o meno 
metamorfosati dal magma, con cui i più profondi di essi si trovarono a lungo e 
immediato contatto. 

Se fosse possibile calcolare esattamente il materiale allogeno rigettato dai 
vulcani, si avrebbe una certa misura approssimativa della grandezza del ca- 
mino, per il quale il magma ha fatto eruzione. Ma ciò non è fattibile, perchè 
il materiale allogeno si trova di solito intimamente mescolato col materiale au- 
togeno, che lo ha portato alla luce. Anche se ciò fosse possibile, in certi casi 
tale criterio potrebbe essere fallace. Così, p. es., nei vulcani di lava e nei vul- 
cani compositi, avendo potuto la colonna lavica ascendere da grandi profondità 
per un lungo e stretto camino ( precedentemente creato da anteriori esplosioni.o da 
dislocazioni orogeniche ), senza intaccarne le pareti, si avrebbe all’esterno uno 
scarsissimo, o addirittura nullo, materiale allogeno, pur essendo il cammino per- 
corso dalla lava abbastanza lungo: quindi in tali vulcani bisogna contentarsi di 
esaminare solamente la qualità, trascurando la quantità, dei blocchi rigettati. 

Ben altrimenti avviene nei crateri d’esplosione e nei vulcani di tufo o di 
materiale frammetario, in cui il vapor d’acqua, facendo improvvisa e rapida esplo- 
sione e squarciando il suolo con ampli e svasati crateri, rigetta all’esterno grande 
quantità del materiale allogeno, attraverso il quale s'è aperto il passaggio. In 
questi tipi di vulcani dunque si può con una certa speranza di riuscita tentar di 
calcoiare la profondità del camino vulcanico. 


Crateri d’esplosione e vulcani di tufo 


Nei crateri d’ esplosione e nei vulcani di tufo si ha di solito una bocca erut- 
tiva, di forma circolare o ellittica, intorno a cui s'è depositato, in minore o mag- 
giore quantità, il materiale eruttato; in modo da formare, o un sottile orlo rial- ‘ 
zato, come nei crateri d’ esplosione sul tipo del lago d’Averno, ovvero un regolare 
cono con apertura craterica imbutiforme, come nei vulcani di tufo sul tipo del 
Monte Nuovo. 

Nel materiale eruttato da questi crateri v è una miscela intima e irregolare 
di sostanze autogene e di sostanze allogene, in modo che non è possibile sceve- 
rare esattamente le une dalle altre. Se il materiale fosse tutto allogeno, non si 
avrebbe che a calcolarne il volume complessivo, per poterne poi dedurre (giacchè 
è nota l'apertura craterica) l'altezza del camino da cui esso proviene: con una 
certa approssimazione, s'intende. Siccome però il materiale allogeno forma. sol- . 
tanto una parte, non tutto il volume del cono, è chiaro, che la profondità del ca- 
mino è sempre realmente molto minore di quella, che si ottiene considerando un 
cono vulcanico di tufo come interamente composto da materiale strappato alla sua 
base, e calcolando in conseguenza. Con un calcolo di tal genere si ottiene quindi 
sempre una profondità massima del punto, da cui sono provenute le esplosioni, 
che hanno aperto il cratere e formato il cono vulcanico. 

Questo ragionamento riuscirà più chiaro, se si applicherà ad alcuni crateri 
di esplosione e vulcani di tufo più noti, come quelli dei Campi Flegrei, primo 
tra essi lo storico e celebre Monte Nuovo. 
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Monte Nuovo 


Il Monte Nuovo è un tipico vulcano di tufo e scorie, formatosi per semplice 
accumulazione di materiale eruttato da una bocca ignivoma. Le descrizioni di Si- 
mone Porzio, Marcantonio delli Falconi e Ferrante Imperato, sopra- 
tutto la sua forma e costituzione non lasciano alcun dubbio in proposito. Il voler 
credere a un sollevamento e gonfiamento del suolo, come fu immaginato da Fran- 
cesco del Nero e dai sostenitori della teoria dei crateri di sollevamento, è una 
follia, che è già senz’ altro immediatamente refutata, secondo fece osservare Scac- 
chi, dalla posizione intatta, verticale, del Tempio d’Apollo, alle falde nord-ovest 
del cono, e dalla posizione, anch'essa immutata, dell’antico Monticello del Peri- 
colo, oggi La Montagnola (v. fig. 3 dell’annessa tavola), che, come risulta dalla 
descrizione e dalla figura data da Marcantonio delli Falconi, rimase solo 
in parte sepellito sotto le falde del Monte Nuovo. Anche. Abich del resto, che 
pare era un sostenitore della teoria del sollevamento, nelle sue Geologiscehe Beo- 
bachtungen iber die vultanischen Erscheinungenj und Bidungen in Unter- und 
Mittel- Italien (Braunschweig 1841, p. 41) non potè fare a meno di osservare, che 
il Monte Nuovo entra interamente neila serie dei comuni coni d’eruzione, e che 
le sue masse chiare e incoerenti non mostrano alcuna traccia dell’infiusso secon- 
dario di fuoco che si sia solo posteriormente su esse esercitato, ma piuttosto sem- 
brano dire, che le circostanze fisiche, dominanti nell’ accumularsi di quel cono 
d’eruzione, furuno molto simili a quelle, sotto il cui influsso debbono essersi ori. 
ginate nei Campi Flegrei molte formazioni analoghe a quelle del Monte Nuovo. A 
confutazione delle opinioni di von Buch uno splendido capitolo scrisse Ly ell, 
negli aurei suoi Principles of Geology (vol."I, p. 607 e seg. dell'edizione del 
1872), dando del Monte Nuovo, oltre le figure, prese da Hamilton, una descri- 
zione e una sezione geologica, che rappresentano ancor oggi quanto di meglio si 
è scritto su quel vulcano. 

La descrizione di Lyell infatti corrisponde esattamente alla visione, che 
può avere del Monte Nuovo chiunque lo ascenda e lo guardi con occhio non tur- 
bato da opinioni e teorie preconcette. Già la sola vista della sua forma esteriore 
(vedi, neil'annessa tavola, fig. 1, vista da Baia; fig. 2, vista dalla Via Her- 
culea), simi.e a quella d’un grande formicaio. lo rivela quale un tipico cono for- 
matosi per accumulazione di materiale eruttato. La sua intima costituzione non 
fa che convalidare questa idea. Gli strati di tufo e di scorie, che inclinano di 
circa 20° tutt’ attorno alle falde del cono e che nelle pareti est e nord del cratere 
inclinano anche di 26°-30° verso l’ interno, corrispondono con esattezza mirabile alla 
costruzione ideale di un cono craterico, formatosi per accumulazione di mate- 
riale eruttato da una bocca di ejezione .in posizione nou del tutto normale intorno 
alla bocca stessa, ma leggermente spostato) verso oriente \v. fig. 1). a causa forse 
dell'obliquità del camino vulcanico, e anche pel vento, che nella notte della mas- 


| sima eruzione soffiava forte da occidente. 


Il materiale è costituito da sostanze allogene ed autogene: le prime rappre- 
sentate da ceneri, lapilli, frammenti di tufi, di conchiglie e di laterizî, strap- 
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pati al suolo, attraverso cui passò l'eruzione; le seconde da ceneri, lapilli, po- 
mici e scorie, facenti parte del magma originario: le une e le altre fuse a for- 
mare strati di tufi, simili a quelli del resto dei Campi Flegrei e in alcuni punti 
così compatti da rivaleggiare quasi con quelli del vicino Gauro. La parte super- 
ficiale del cono è costituita poi da due banchi (separati mediante uno strato di 
tufo) di grosse e nere scorie trachitiche, o fonolitiche, che rappresentano gli ultimi 
prodotti di eruzione del piccolo vulcano. Siccome poi dal tempo della sua forma- 
zione ad oggi la denudazione del cono, pure essendo stata continua ed efficace, non 
ne ha ancora alterato essenzialmente le forme, ne deriva, che il cratere si trova 
oggi press’ a poco così come quando si formò, e che il fondo di esso ha press’ a 
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Sezione geologica del Monte Nuovo 


poco la circonferenza della vera bocca eruttiva originaria, che, come in tutti i 
crateri d’esplosione, è sempre abbastanza ampia. 

Ciò premesso, e aggiunto che i canali formati dalle esplosioni (come è di- 
mostrato dalle esperienze di Daubrée, dai Diatremata adamantiferi dell’Africa 
australe, dagli embrioni di vulcani della Svevia, descritti da Branco, e spe- 
cialmeute dalle numerose e interessantissime sezioni di antichi vulcani, illustrate 
da Archibald Gejikie nella sua splendida opera su Zhe ancient volcanoes of 
Great Britain, 2 vol., London 1897) hanno di solito forma quasi cilindrica e se- 
zione conforme al fondo dei crateri; se il materiale eruttato dal Monte Nuovo fosse 
tutto derivato dal sottosuolo, basterebbe calcolarne il volume, per trovare poi su- 
bito l'altezza del camino cilindrico esplosivo, e quindi il probabile punto di 
partenza dell’esplosione, che ha formato il vulcano. Perciò, se noi consideriamo 
il vulcano come tutto formato da materiale“allogeno, e calcoliamo in conse- 
guenza, avremo sempre una profondità maggiore, mai minore, di quella da cuî 
realmente è venuta l'esplosione. Vero è che il camino esplosivo non è rimasto 
cavo, ma è ripieno di quel medesimo materiale, che forma il cono; ma tale ec- 
cesso di volume non fa che compensare ciò che nella composizione del cono manca. 
di materiale allogeno. Ed essendo poi, tanto nel Monte Nuovo che in tutti gli 
altri vulcani, il materiale allogeno sempre in quantità molto inferiore al ma- 
teriale autogeno, ne dériva ancora una volta che questo calcolo approssimativo 
darà sempre un risultato massimo per la profondità, da cui probabilmente ha po- 
tuto partire l’ esplosione. 


dele, Gael 
Cerchiamo ora d’applicare tale calcolo al Monte Nuovo. Questo vulcano, pi- 
gliando i valori medî delle misure reali, può considerarsi come un tronco di cono 
retto a basi circolari, di cui il cerchio di base ha poco più di 1000 m. di dia- 
metro, il cerchio superiore circa 360 m. e l'altezza media quasi 120 metri. Que- 
sto tronco di cono è reso cavo da un cratere, a forma d’imbuto o di tronco di 
cono rovescio, di cui la base superiore e l'altezza sono eguali a quelle del tronco 
di cono solido, cioè rispettivamente di 360 m. e 120 m. ciascuna, e la base inferiore, 
ossia il fondo del cratere, ha poco meno di 200 m. di diametro. Ora è chiaro, che 
il volume di tutto il materiale eruttato, costituente la parte solida del Monte Nuovo, 
è eguale al volume dell’ intero tronco di cono meno il volume del tronco di cono 
Fig. 2. 
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Schema della formazione del Monte Nuovo 


rappresentato dal cratere. Chiamando quindi con V il volume della parte solida, con 
© il volume del cratere cavo e con W il volume complessivo di entrambi, ci ha che 


V=W—-v; 


e, indicando con 4 l’altezza comune, con & il raggio della base del cono, con r 
il raggie all'orlo superiore del cratere e con 7, il raggio del fondo del cratere 
stesso, siccome sappiamo, che 


i W=T(R+Rr+r) e e= 74m tn) 
ne risulta, che 
V=G(R+Rr +e) Te+n tr), 
-0SsS1a e 
=T(R+ Rr—-rr,—r,;). 


Qui innanzi abbiamo però detto, che 


Ue =D00 mi 
ri = 180'm. 
e 100 m. 


. a=120 m. 


== 
sostituendo quindi nella formula tali valori, si ha: 


V—=39.187.200 m.e. 


Supponendo ora che tale quantità di materiale sia stata tutta asportata dal ca- 
mino cilindrico, attraverso cui il magma ha fatto esplosione, siccome già cono- 
sciamo la base di tale cilindro, rappresentata dal fondo del cratere, è facile cal- 
colare l’altezza del cilindro stesso, mediante la formula 


V=sr, anne 


in cui V è già dato dal volume del materiale costituente il cono del Monte Nuo- 
vo, r,=100=raggio del fondo del cratere e 7 è l'altezza ignota del cilindro. 
Sostituendo questi valori nella formula, si ha: 


E =WZAS80, 


Ossia la profondità massima, da cui sarebbe partita l’esplosione, che ha dato ori- 
gine al Monte Nuovo. sarebbe di 1248 m. al disotto della superficie di base del 
cono. 

La profondità ottenuta con questo calcolo potrebbe però forse anche essere su- 
periore alla realtà, perchè, come s'è già detto innanzi e come risulterà più ap- 
presso da ulteriori considerazioni, non solo il materiale allogeno è in quantità 
molto minore di quella già calcolata, ma esso anche per la sua qualità offre degli 
argomenti, per dimostrare che molte esplosioni vulcaniche Lai in generale 
da poca profondità al disotto del suolo. 

Se si applica questo stesso calcolo agli altri vulcani di tufo dei Campi Fle- 
grei, come Nisida, il Gauro, Vivara, gli Astroni etc., si hanno come profondità 
massime dei punti di partenza delle loro esplosioni dei risultati, che oscillano sem- 
pre da meno di 1000 fino a poco-più di 2500 metri: il che va perfettamente d’ac- 
cordo con la conclusione, a cui, come ora vedremo, si arriva per altra via, consi- 
derando, non più la quantità, ma la qualità del materiale allogeno eruttato. — 
Infatti tra i blocchi rigettati da questi vulcani di tufo dei Campi Flegrei non si 
riscontrano mai, o quasi mai, frammenti della base sedimentaria più profonda, ma 
solo blocchi dei terreni eruttivi sottogiacenti, i quali non possono avere molto 
più di poche centinaia di metri di spessore.—Ma di ciò avremo occasione di occu- 
parci qui appresso, parlando dell’origine degli altri tipi di vulcani: per ora debbo 
ricordare, che a simili conclusioni sulla superficialità delle esplosioni vulcaniche 
giunse già da tempo Rozet ( Mémotîre sur les volcans de l’ Auvergne, Mém. soc. 
géol. France, 1844) nei suoi studii sui vulcani dell'Alvernia, e che Chaper ha 
calcolato a 300 m. la profondità massima dei Diatremata adamentiferi della for- 
mazione dei Karoo nell'Africa australe. 


Se —- 
Vulcani di lava e vulcani compositi 


Le considerazioni fatte nel precedente paragrafo sono del tutto inapplicabili 
ai vulcani di lava e ai compositi, perchè in questi, come più innanzi si è detto, 
delle correnti di lava possono anche provenire da remote profondità attraverso uno 
stretto e lunghissimo camino, senza aver quasi intaccato le pareti di esso. In 
tali casi quindi non si può tenere conto, che della qualità del materiale allogeno 
trasportato in alto dal magma eruttivo, cercando di dedurre da essa la profondità 
dei terreni attraverso cui il magma stesso si è aperta la via. 

I vulcani compositi e i vulcani di lava a volte però danno luogo a formazioni 
così ingenti e maestose, che sembra difficile poter scompagnare da essi l’idea di 
una grande profondità d'origine. Esempio vistoso di ciò ci offrono i famosi traps 
del Dekkan, che coprono grande parte dell'India meridionale, per un’area di circa 
200.000 miglia quadrate e con uno spessore medio di 2000 metri. Innanzi a tale 
enorme espansione di magma eruttivo si rimane certo perplessi sulla sua profon- 
dità d’origine, e pare che solo ci possa confortare il pensiero, che queste gigan- 
tesche eruzioni eoceniche o pre-coceniche non trovano paragone nelle attuali! E 
pure anche queste colossali pile di lave, di ceneri, di brecce e di scorie, se si 
considerano come conseguenze, accumulatesi per secoli, di cause eruttive non molto 
dissimili dalle attuali, solo espandentisi su grande spazio e prolungantisi per grande 
tempo, finiscono per svelare un'origine non eccessivamente misteriosa. Basta in- 
fatti a tal proposito vedere a quali conclusioni giunge R. D. Oldham nel suo 
Manual of the geology of India (Calcutta, 1893, pag. 283) in riguardo alla forma- 
zione dei traps del Dekkan.— Nei tempi susseguenti al cretaceo medio una grande 
area della penisola indiana faceva parte di un continente, a superficie ineguale 
in alcune parti, verso oriente però costituito principalmente da estesi piani, che 
per qualche lieve cambiamento di livello, anteriore al periodo vulcanico, furono 
convertiti in laghi. Molto probabilmente in quest’ epoca, 0 poco dopo, dovevano 
esservi frequenti sorgenti silicee. A quanto pare i laghi s'erano disseccati e i 
loro depositi erano stati già in qualche punto soggetti a denudazione, prima che 
‘ avessero luogo i primi sbocchi di lava. Questi si successero l’un l’altro poi a con- 
siderevoli intervalli, durante i quali si formarono altri laghi e paludi, per le in- 
terruzioni causate da correnti laviche o da cambiamenti di livello dovuti alle eru- 
zioni. In questi laghi esisteva una ricca fauna di pesci, molluschi e crostacei en- 
tomostraci con una rigogliosa flora acquatica, mentre una varia e ricca vegetazione 
occupava le contrade circostanti, probabilmente accompagnata da una fauna terreste 
egualmente varia e abbondante. Altri efilussi di lava empirono i primi laghi e 
ne coprirono i depositi, ma nello stesso tempo diedero origine a nuovi laghi, in 
modo che ne successero parecchie alternazioni locali di lava e di terreni sedimen- 
tarî. Gradualmente i laghi scomparvero, o perchè non avevano più tempo di for- 
marsi, 0, più probabilmente, perchè le correnti laviche avevano livellato le ine- 
guaglianze formando una superficie basaltica piana e continua. Verso la fine del 
periodo vulcanico, forse per la più ampia intermittenza tra un’ eruzione e un’ al- 
tra, cominciano a ripresentarsi i depositi lacustri, con faune e flore però molto 
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mutate da quelle dei primi laghi. Le accumulazioni locali, sparse per tutta l’area 
vulcanica, di cencri, di bombe e di scorie, e la presenza di numerosi diechi, at- 
testano l'esistenza di una grande quantità di focolari eruttivi, o vulcani propria- 
menti detti, da cui sgorgarono le possenti correnti di lava, che, dotate di una 
straordinaria fluidità, si estesero a enormi distanze, coprendo tutto il paese. La 
depressione, a cui il paese stesso dovè andar soggetto per il vuoto lasciato al di- 
sotto dall’ extravasazione del magma e per l’ingente peso sovraimpostosi, fu forse 
in parte compensata dal sollevamento continentale, da cui quei fenomeni eruttivi, 
al pari di tutti gli altri, dovettero essere accompagnati. — Guardati a questo modo 
dunque anche i traps del Dekkan, come gli altipiani di lava del versante pacifico 
dell'America settentrionale, perdono molto del loro mistero e diventano il prodotto di 
una accumulazione successiva di eruzioni vulcaniche solo alquanto più potenti 
delle attuali, a cui per il resto sono del tutto simili. Anche la loro origine quindi 
sarà stata forse poco più profonda di quella che c è rivelata dai nostri attuali 
vulcani. 

Negli attuali vulcani di lava-e vulcani compositi il principale criterio, per 
potere approssimativamente giudicare della loro profondità d'origine, è dato, come 
s'è detto, dalla qualità degli inclusi o blocchi rigettati. Questi inclusi possono 
con Lacroix dividersi in omeogeni ed enallogeni, secundo che rappresentano por- 
zioni del magma, modificate in profondità dal contatto con altre rocce, oppure 
parti di queste rocce stesse, intatte o più meno metamorfosate, che l’azione vul- 
canica ha rotte e portate all’ aperto. Sono questi inclusi specialmente, che ci danno 
un indizio della profondità da cui proviene il magma; ma anche gli inclusi omeo- 


geni, convenientemente interpre‘ati, possuno dirci qualche cosa, come ci ha mo- 


strato lo stesso Lacroix (Zes enclaves des roches rolcanigues, Macon 1893, pag. 
641, il quale proprio con questo mezzo è giunto alla conclusione, che le sanidi- 
niti rigettate dal monte Somma e dai crateri di Procida si sono formate a poca 
distanza dalla superficie. 

In quanto poi agli inclusi enallogeni, si può stabilire come legge generale, 
risultante da numerose osservazioni: 1° che i b.occhi rigettati da un vulcano gene- 
ralmente derivano dai terreni, sui quali il vulcano immediatamente sorge, o pos- 
sono con essi mettersi facilmente in relazione; 2° che tali blocchi sono intatti 
quando derivano dai terreni più alti su cui il vulcano si appoggia, e si presen- 
tano sempre più alterati e metamorfosati, a misura che mostrano provenire da 
terreni più profondi; 3° che il limite massimo di metamorfismo, provante un 
lungo contatto delle rocce alterate col magma, corrisponde a una profondità ge- 
neralmente breve; 4° che finalmente i blocchi enallogeni, rigettati da tutti i 
vulcani, uon offrono mai qualche nuovo esemplare o indizio di roccia ignota, ma 
sempre corrispondono alle rocce ben note della superficie della terra. 

Senza ricorrere ora, come esempio, ai vulcani dell'Alvernia, che hanno riget- 
tato frammenti di graniti e gneiss, sol perchè granito e gneiss formano la loro 
base immediata, e a tutti gli altri vulcani della terra, che si trovano press'a poco 
in simile condizione, basta menzionare i vulcani nostri d’Italia, per vedere come 
sì trova in essi rigorosamente applicata la legge su citata. Infatti i vulcani fian- 
cheggianti l'Appennino forniscono, come blocchi rigettati enallogeni, anzitutto fram- 
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menti di arenarie, di scisti, di argille, terziarie e quaternarie, fossilifere o no, 
quasi sempre intatte; vengono subito dopo i calcari, che presentano tutti gli stadî 
del metamorfismo, dal primo grado di calcinazione fino alla trasformazione com- 
pleta in ammassi di minerali silicati. 

Nei vulcani dei Campi Flegrei, in cui le esplosioni debbono essere state anche 
più superficiali, i massi rigettati provengono quasi tutti dai terreni eruttivi sot- 
tostanti, senza quasi mai raggiungere la vera base sedimentaria calcarea. Esempio 
convincente ce ne dà il tufo giallo di Posillipo, tutto sparso di pezzi di tufo verde 
come quello dell’ Epomeo, il quale in alcuni pozzi artesiani s' è riscontrato giacere 
appena a 50-100 m. sotto la superficie. Quando in alcuni rari casi, come agli 
Astroni, si trovano blocchi di calcare, questi sono già completamente trasformati 
in humboldtilite e altri silicati: prova d'una lunga permarenza a contatto col ma- 
gma, in profondità. Nelle Isole Flegree (Procida , Ischia) forse a causa di eru- 
zioni più profonde, già si trovano blocchi di calcari in vari stati di alterazione, 
come alla Somma. Al Vulture e a Roccamonfina i calcari mesozoici, più 0 meno 
alterati. rappresentano il limite massimo di profondità, da cui partirono le esplo- 
sioni. 

Il Vesuvio, specialmente nella sua parte antica della Somma, rappresenta il 
giacimento classico di questi blocchi rigettati. Quivi i frammenti di rocce erut- 
tive più antiche (trachitiche, tefritiche e basanitiche), i blocchi di argille sab- 
biose a fossili pleistocenici e gli scarsi frammenti di arenarie eo-mivceniche sono 
ancora perfettamente intatti. Quasi intatti sono anche alcuni blocchi di calcare, 
i quali però già passano gradatamente alla infinita serie di inclusi metamorfosati 
di calcari e di calcari dolomitici, nota al mondo intero per la quantità e bellezza 
dei suoi minerali. Ora quale può essere lo spessore della serie di terreni largi- 
trice di tali blocchi, rigettati dal Vesuvio? 

I terreni eruttivi, a giudicare dai circostanti pozzi artesiani e dalle vicine 
formazioni geologiche, non si estendono più di qualche centinaio di metri al disotto 
del livello del mare: cinquecento metri rappresentano già un massimo possibile, 
ma poco probabile; nè più di tanto si può assegnare ai sedimenti del pliocene e del 
pleistocene, che agli orli del bacino mancano quasi del tutto. Il Flysch eo-mioce- 
nico, che è tanto abbondante sotto il Vulture, a cui ha fornito molto materiale 
allogeno, deve fare quasi del tutto difetto sotto il Vesuvio, a giudicare dalla scar- 
sezza di blocchi rigettati di tal genere. La pila dei calcari cretacei nei circostanti 
monti campani ha uno spessore di circa 1000 metri, e altrettanti ne misurano le 
sottostanti dolomiti del trias superiore, che forniscono al Vesuvio blocchi già del 
tutto metamorfosati: quindi, tutto compreso, il limite massimo della profondità 
dorigine delle esplosioni del Vesuvio non deve essere superiore ai 3000 metri. 
Infatti H. J. Johnston Lavis nel suo primo studio su Ze ejected blocks of 
Monte Somma (Trans. Edinb. Geol. Soc., 1893) calcola a 890 m. sotto il livello 
del mare l’apice della cavità esplosiva di una di queste grandi eruzioni del Vesu- 
vio, maggiormente largitrice di blocchi rigettati. 

Qui si potrebbe obiettare, che altra cosa è il punto di partenza di tali esplo- 
sioni e altra la dimora del magma eruttivo; il quale potrebbe provenire da pro- 
fondità ben maggiore di quella, in cui scoppia poi l’ultima esplosione creatrice 
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del condotto vulcanico, per il quale il magma si riversa alla superficie; ma a 
tale obiezione sono da opporre parecchie considerazioni, convalidate.da argomenti 
di fatto e da studì sul terreno. 

Anzitutto, in qual modo il magma sarebbe asceso fino al punto, in cui una 
minore resistenza gli avrebbe permesso l’esp'osione finale? Non certo mediante una 
serie di esplosioni anteriori, che lo avrebbero fatto avanzare aprendogli a poco a poco 
il cammino, così come i minatori si avanzano nella escavazione dei tunnels sotterra- 
nei, a furia di mine successive: la conoscenza, che abbiamo delle forze eruttive, e la 
pressione. che deve straordinariamente aumentare col crescere della profondità, non 
lasciano campo a una simile ipotesi. Allora forse mediante dislocazioni tettoniche, 
che avrebbero aperto la via al magma fino a un certo punto, giunto al quale esso 
avrebbe potuto poi erompere da sè? Ma anzitutto queste dislocazioni tettoniche, 
per quel che ne sappiamo e per quel che se’ ne può supporre, non avrebbero an- 
ch’esse che poche migliaia di metri di profondità; in secondo luogo esse dovrebbero 
palesare qualche volta e in qualche modo la loro esistenza al difuori: ora recen- 
temente e da Geikie nella Gran Brettagna e da Sti bel nelie Ande e da Bose 
nel Messico e da De Stefani nell’ Appennino settentrionale e da me nel meri- 
dionale e da altri altrove s’ è cercato appunto in vario modo di dimostrare l’ indi- 
pendenza, se non di tutti, almeno di buon numero di vulcani da fratture preesi- 
stenti, in guisa da elevar quasi queste osservazioni particolari a una regola ge- 
nerale. Non è quindi ora il caso di ricorrere a ipotetiche profonde fratture della 
crosta, per convalidare l’ipotetica profonda origine dei vulcani. 

Ma v'è ancora di più. Innanzi s'è detto, che gli inclusi enallogeni dei vul- 
cani si presentano sempre più alterati e metamorfosati a misura che provengono da 
strati più profondi, e che ad es. i blocchi di calcari e di dolomiti rigettati dal Vesu- 
vio, i quali non vengono certo da profondità maggiori di 1000-3000 metri, sono già 
completamente metamorfosati. Ora tale metamorfismo non si è potuto produrre dal 
semplice passaggio del magma durante la sua ascensione: basta infatti osservare 
come molte rocce siano rimaste insensibili al contatto dei filoni, che le attraver- 
sano, per convincersi quanto sia debole l’azione di questo magma ascendente. Bi- 
sogna quindi supporre, che i calcari e le altre rocce metamorfiche rigettate dai 
vulcani facciano parte di aree (simili a quelle che circondano le masse granitiche), 
che sono rimaste lungamente a contatto in una certa profondità con plaghe di 
magma fluido e incandescente, il quale ha metamorfosato, più o meno profondamente, 
le rocce circostanti, prima di squarciarle e lanciarle in aria per aprirsi un passag- 
gio. Queste plaghe di formazione, o di stazione, del magma eruttivo si trovereb- 
bero quindi a poca profondità. E infatti le masse granitiche, p. es. quelle terziarie 
alpine illustrate da W. Salomon nel suo lavoro Veber Zageruagsform und Ent- 
stechungsart der periadriatischen granitischkòrnigen Massen | Tschermak' s miner. 
petr. Mittheil., 1897), se si considerano come plaghe di magma consolidate in pro- 
fondo, mostrano appunto come bastino poche migliaia di metri di profondità, per 
produrre la formazione di tali rocce di tipo abissale, plutonico. 

Dunque anche l'esame dei vulcani ‘lavici e compositi mena, per altre vie, 
alle stesse conclusioni ottenute con 1’ esame dei vulcani di tufo e di esplosione: 
cosa che non deve sorprendere, se si riflette che questi diversi tipi di vulcani in 
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sostanza non rappresentano che esplicazioni diverse di un medesimo agente, cioè 
della forza eruttiva. E i vulcani lavici e compositi presentano numerosi tipi di 
passaggio a quelli di tufo e di esplosione, come ci mostrano i recXs della Scozia 
così bellamente illustrati da Gelikie, molti dei quali nelle loro sezioni mostrano 
con evidenza straordinaria, come vulcani compositi di tipo Vesuvio possano avere 
un largo cuore prevalentemente composto di breccia e di tufo, non dissimile da 
quello di tutti i vulcani d’esplosione. 

Se ora dalla esposizione dei singoli fatti riguardanti la forma e la struttura 
dei vulcani, ci dilunghiamo alquanto verso considerazioni di indole un po’ più 
generale sulla funzione e la ragione dei vulcani stessi, otteniamo anche qui dei 
risultati, che concordemente menano a supporre di origine superficiale la produ- 
zione degli attuali fenomeni eruttivi. 


Funzione dei vulcani 


Nello studio dei fenomeni eruttivi, a causa della loro vistosità e terribilità, 
più facilmente che in quello di altre manifestazioni telluriche si perde di vista 
la proporzione esatta dei fenomeni stessi con il pianeta che li produce, e si è in- 
dotti a ricercarne in profondi abissi le ipotetiche origini. Noi quindi qui più che 
altrove dobbiamo tenerci stretti al sano principio del metodo induttivo e, invece 
di fare un salto nel buio, procedere gradafamente mediante quel postulato: Si- 
milia similibus cognoscuntur, che per la geologia ci è stato in questo secolo pro- 
clamato da Lyell, ma a cui già il grande Empedocle aveva dato saldo e si- 
curo fondamento nei versi, conservatici da Aristotele (De Anima, I, 2, 404°): 


Yam pev Yap fatav ommwrapev, vIaTI d'viwp, 


atbepr d' atbepa Ttov, aTap mupi up atdniov. 


Il nome di Empedocle è indissolubilmente e perennemente legato a quello del- 
l’ Etna, del più classico e più bello dei vulcani, che con le sue gigantesche con- 
flagrazioni poteva bene inspirargli fantastiche supposizioni sulla sua origine: ciò 
nonostante il sommo filosofo agrigentino serenamente proclamava il principio, che, 
‘come con i fenomeni della terra, dell’acqua e dell’aria noi conosciamo la terra, 
l’acqua e l’aria, così mediante i fenomeni del fuoco possiamo conoscere anche il 
fuoco terribile, che egli considerava sparso qua e là superficialmente sotto la terra: 
modda È evepd'ovdsos rupa xaretat. Intanto l'ipotesi d'una grande massa centrale della 
terra, fluida e incandescente, ci ha allontanati non poco da questa giusta visio- 
ne; a cui però sempre si finisce per ritornare, quando si scruta profondamente la 
funzione e l'essenza dei vulcani. 

Se infatti consideriamo un vulcano nel massimo della sua attività , quando 
«dal suo grembo sgorga furioso il magma incandescente, con fiumi di fuoco, ac- 
compagnati da getti di scorie e di bombe e avvolti da nuvoli enormi di cenere e da 
nembi spettacolosi di vapor d’acqua, vediamo che tutta la sua azione si riduce a 
uno scambio (molto violento per il nostro modo di concepire) o a un rimescolamento 
«dei materiali della litosfera con quelli dell’ idrosfera e dell'atmosfera. I gas e l’ac- 


ea 


qua, che ordinariamente compiono il loro ciclo tra la terra, l’aria e il mare me- 
diante i sottili spiragli delle moffette o per mezzo delle sorgenti, dei ruscelli o dei 
fiumi, portando anche sospese o disciolte sostanze calcaree e silicee, durante le 
eruzioni vulcaniche si sprigionano violentemente, trascinando con sè dal grembo 
della terra sostanze minerali fuse e incandescenti, che vengono a cristallizzarsi e 
consolidarsi alla superficie, a misura che quella soluzione fusa che è il magma 
viene a perdere gradatamente di pressione, di calore e di vapor d’acqua, ossia a 
misura che si raffredda e si evapora. Così che, come noi abbiamo immaginato una 
circolazione di acque sotterranee, che si svolge a poca profondità sotto il suolo, pos- 
siamo anche figurarci più completa e complessa tale circolazione, facendo pervenire 
l’acqua ancora più in giù, verso i focolari magmici, di cui essa con la sua potenza 
espansiva va a formare la parte cinetica: concetto che «io ho piuttosto diffusamente 
esposto nel mio Studio geologico del Monte Vulture. Questa era pressa poco ia con- 
cezione conforme a natura, che gli antichi avevano di tali fenomeni tellurici, 
e tale, come mi ha fatto avvertito il mio amico Neumann, ce l'ha esposta Lu- 
cio Apulejo, erede e raccoglitore della migliore sapienza greca, in questa de- 
scrizione del suo libro De Mundo: « Sed non aquarum modo tellus in se fontes 
habet, verum spiritu & igni foecunda est. Nam quibusdam subter occulti sunt 
spiritus; & fiantes incendia indidem suspirant: ut Liparis, ut Aetna, ut Vesu- 
vius etiam noster solet. Illi etiam ignes, qui terrae secretariis continentur, prae- 
tereuntes aquas vaporant, & produnt longinquitatem flammae, quum tepidiores 
aquas reddunt vicinia ferventiores ». Ma questa circolazione sotterranea delle ac- 
que, che viene a mescersi con i fuochi eruttivi, non ha solo lo scopo di sollevare 
meccanicamente alla superficie il magma interno, ma esercita anche una impor- 
tante funzione chimica, la quale è però anch’essa d’indole superficiale. 

Infatti i processi chimici, che attualmente si svolgono alla superficie della 
terra, sono nel regno minerale principalmente quelli di ossidazione e di idrata- 
zione, che preparano la via e i mezzi agli ulteriori processi vitali. Ora sono ap- 
punto l’idrosfera e l'atmosfera, che rappresentano gl’ involucri più esteriori del 
pianeta, quelli che danno gli elementi per l'ossidazione dei pochi metalli, alcali 
e terre, che si riscontrano nella crosta terrestre e che provengono in parte dalla 
extravasazione del magma ervttivo. La composizione della crosta terrestre, secondo 
i calcoli esposti da F. W. Clarke nel suo lavoro su Ze relative abundance of 
the chemical elements (Philosoph. Society of Wasfngton, 1889) è data, su cento 
parti, da 


(0) 47.29 
Si 27.21 x 
Al 7.81 
Fe 5.46 
Ca 3.77 
Mz 268 
Na 2.36 
K 240) 
H 0.21 


se 
Il resto, 0.81, è dato dagli altri elementi rari. È dunque l'ossigeno, quest’ ele- 
mento volatilissimo ed esteriore del nostro pianeta, che rappresenta la parte pre- 
ponderante nella composizione della crosta terrestre, e che certo non si trova tutto ab 
initio incluso nel magma, ma dev’ essere in gran parte assorbito dall’ idrosfera, 
con cui il magma viene a trovarsi a contatto. La composizione stessa dei magmi 
eruttivi corrisponde esattamente a quella della crosta; e le eruzioni non ci appor- 
tano dalle profondità niente di nuovo, che riveli altri elementi, di densità maggiore 
di quella che si riscontra alla superficie della terra. 

È noto infatti, che il peso specifico medio delle rocce componenti la crosta 
terrestre è di circa 2,65, e quello dell’acqua marina, che è tanta parte della su- 
perficie della terra, di 1,027; mentre il peso specifico dell’ intero nostro pianeta , 
calcolato con diversi metodi, oscilla tra 5,56 e 5,69: per cui c'è da supporre che 
l’interno del globo sia costituito da masse, che superino di molto la densità di 
5.7. Nè si può immaginare, che tali masse siano costituite dagli stessi mate- 
riali della crosta, cresciuti di densità solo per effetto dell’ aumentata pressione ; 
perchè per questo solo motivo la densità sarebbe molto maggiore di quella, che la 
terra in realtà possiede: come risulta dai calcoli di A. Ritter in Untersuchungen 
ber die Hihe der Atmosphire und die Constitution gasfòrmiger Kbrper (\ ieder- 
mann's Annalen d. Physik. u. Chemie, 57), secondo i quali l’aria atmosferica, 
per il solo effetto dell’ aumentata pressione secondo la legge di Mariotte e Gay- 
Lussac, raggiungerebbe al centro della terra un peso specifico di 143,5. Fatte 
le proporzioni con gli altri elementi, si vede subito quali enormi risultati si ot- 
terrebbero secondo questa ipotesi. Bisogna quindi in realtà ritenere che l’ interno 
della terra sia costituito da materiali più densi di quelli che si riscontrano alla 
superficie. Ora di tali materiali più densi le rocce eruttive, anche quelie plutoni- 
che, non ci forniscono alcun esempio (l’unico caso del ferro nativo nel basalte 
di Ovifak non infirma la legge generale); ragione per cui si può ben supporre, 
‘che le rocce eruttive stesse non provengano da grandi profondità. 

Da alcuni si è immaginato, che il magma eruttivo nel raffreddarsi aumenti 
di volume e perda quindi di densità, acquistando il peso specifico medio comune 
alle sostanze della crosta terrestre, mentre allo stato fuso fluido sarebbe più 
«denso e pesante. Sono noti. a tal proposito gli esperimenti di Palmieri, che 
dal galleggiare dei pezzi di lava solida sulla lava fusa del Vesuvio volle dedurre 
la maggiore densità di questa rispetto a quella: il che, dato il modo come fu- 
rono fatti gli esperimenti (come giù più d'uno ha fatto rilevare), equivarrebbe a 
‘supporre, che un ago o una scaglia di ferro abbia un peso specifico minore del 
miele vischioso, alla cui superficie può eventualmente galleggiare. Invece gli ul- 
timi studî sperimentali di U. Doelter su Die Diehte des /litssigen und des festen 
Maymas (Neùes Jahrbuch f. Mineral., 1901, Bd. II, p. 141 e seg.) dimostrano 
‘a sufficienza quel che c era naturalmente da aspettarsi, che cioè il peso specifico 
-della fusione fluida è sempre minore di quello della corrispondente roccia solida. 
A ciò sì aggiunga, che spesso il magma consolidatosi lentamente e sotto fortis- 
sima pressione, come quello ad es. delle masse granitiche, ha un peso specifico 
anche minore di molte lave, specialmente basaltiche, consolidatesi rapidamente e 
«sotto la sola pressione dell’ atmosfera. 
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Tutto ciò ci mena a concludere ancora una volta, che i fenomeni eruttivi 
sono di indole tutta superficiale e che essi non interessano che la sola crosta li- 
toide della terra; senza raggiungere la massa centrale più densa, la quale, anzi 
che immaginarsi incandescente e fluida, deve piuttosto considerarsi già solida e 
irrigidita, press’ a poco così come fu indicata schematicamente da Bombicci nel 
suo studio Su//a costituzione fisica del globo terrestre (Memoria dell’Accademia di 
Torino, 1887), o anche come si suppone da quelli, che immaginano una terra sempre 
solida, formatasi per successiva precipitaz one di meteoriti: ciò senza preoccuparsi 
ancora delle speciali condizioni geologiche di genesi dei singoli magmi eruttivi. 

Queste condizioni geologiche di genesi dei magmi conducono alla medesima 
conclusione della superficialità dei fenomeni eruttivi. Infatti, è ormai indiscuti- 
bile, che l’azione vulcanica rappresenti un fattore concomitante dei sollevamenti 
epeirogenici e dei corrugamenti orogenici; e non solo l’azione vulcanica, ma anche 
tutta l’azione eruttiva in generale, come si apprende, ad es., dalle grandi masse gra- 
nitiche periadriatiche, le quali si sono formate, a quanto pare, proprio durante il 
possente corrugamento orogenicò della catena alpina con le sue varie ramificazioni. 
Dovunque poi si facciano degli studî sui vulcani, non si può disconoscere il loro 
stretto legame con le catene montuose, a cui essi sono addossati; e basta guardare 
una carta vulcanologica della terra, per vedere a colpo d'occhio, come tutti gli o- 
dierni vulcani seguono rigorosamente le più recenti linee di corrugamento montuoso 
della superficie terrestre. Ora la formazione delle montagne, sia che per essa sì am- 
metta l’ ipotesi del peso, o quella delle geosinclinali, o quella del calore, con l’ag- 
giunta degli scivolamenti fatta da Reyer, o quella semplicemente della contra- 
zione, in tutti casi è ora generalmente considerata come un fenomeno eminente- 
mente superficiale, interessante solo le poche migliaia di metri più esteriori della 
crosta terrestre. Del pari superficiale quindi deve essere considerata l’azione eruttiva, 
la quale, sia che si immagini come derivante da processi fisici o chimici, nel 
senso di Mallet, svolgentisi al disotto delle zone di corrugamento, o che si creda 
provenire da limitati focolari magmici periferici, nel senso di Hopkins o di 
Sti bel, sempre però appare strettamente legata al fenomeno superficiale della for- 
mazione delle montagne. Quanto sia superficiale poi il fenomeno vulcanico è com- 
provato anche da ciò che Reyer chiama insaccamento dei vulcani e che io ho 
dimostrato essere avvenuto per il Vulture; il quale, a causa della massa di magma 
sovraimpostosi e del vuoto prodottosi al disotto s'è realmente affondato o insaccato 
nella sua base sedimentaria: cosa non possibile, se la crosta, su cui il vulcano 
sorse, fosse stata di grande spessore. 

Ma qui i sostenitori della massa centrale fluida e incandescente, e anche quelli, 
che suppongono una massa tenuta bensì solida o rigida della pressione, ma che però 
può muoversi e diventare plastica appena la pressione cessa, oppongono, che le mon- 
tagne e i corrugamenti sono accompagnati da fenomeni eruttivi, sol perchè con 
le loro dislocazioni rompono la pressione della crosta e permettono la libera uscita 
del magma; che giaceva costretto al disotto. Ma come si può supporre, che una 
massa enorme di magma, dotata della ingente forza espansiva, che noi vediamo 
così violentemente agire nelle eruzioni, sia tenuta in freno dalla sottile pellicola 
rappresentata dalla scorza terrestre, solo questa essendo capace di movimento e di 
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dislocazione? Le maggiori catene di montagne non hanno uno spessore di sedi- 
menti superiore a una diecina di chilometri: e se anche si fa salire a venticin- 
que, e perfino a cinquanta chilometri lo spessore della crosta, questa crosta così 
spessa rispetto alla massa del globo terrestre sarebbe solo come un sottile guscio 
di 5 mm. intorno a una sfera di 1 metro e 30 cm. di diametro. È evidente che 
tale guscio non può rappresentare certo il potere necessario e sufficiente a imante- 
nere costretta e compressa tutta l’interna massa magmica, solida o fluida che essa 
sia. I vulcani dunque non possono provenire da questa ipotetica massa centrale, ma 
debbono avere le loro radici subito al disotto delle zone di corrugamento montuoso, 
di cui rappresentano un fenomeno concomitante e con cui costituiscono la forma di 
scambio superficiale tra litosfera, idrosfera e atmosfera, che ora si svolge nella parte 
esteriore del nostro pianeta ; essendo ia parte interiore forse già passata a quello 
stato di consolidazione, da cui uscirà, per rimettersi nella circolazione cosmica, 
quando nei futuri eoni il pianeta stesso, scoppiando, o spezzandosi nell’ urto con 
altri corpi, si sparpaglierà negli spazî siderali sotto forme di asteroidi, di me- 
teoriti e di polvere cosmica. 

La funzione superficiale dei nostri vulcani ci è inoltre anche in certo modo 
rischiarata dalla visione dei giganteschi processi eruttivi, che ora si compiono 
alla superficie del sole. Il sole infatti, giusta la teoria di Kant, che finora, mal- 
grado le obiezioni mossele dai soliti ricercatori di eccezioni, resta incontrasta- 
bilmente la più sublime e vasta concezione, che l'umanità possegga dell’univer- 
so, il sole, dico, si trova in uno stato, attraverso il quale la terra deve essere già 
passata. Ora, sia che si considerino con Secchi le macchie solari come cavità 
comprese tra le facule, o che con Z6llner, e forse più giustamente, le si ri- 
guardino come prodotti di consolidazione scoriacea della fotosfera, certo è che 
esse sono l’esponente di giganteschi rivolgimenti e colossali vortici, che tendono 
a portare le parti più densificate verso il centro di quella massa incandescente. In 
questo senso appunto R. Emden ha recentemente scritto i suoi Bewrdge cur Son- 
nentheorie (Sitzungsber. d. math. naturwiss. Classe d. Ak. d. Wiss. zu Miinchen, 
1901, p. 339 e seg.), in cui arriva alla conclusione, che le macchie rappresentano 
dei vortici, originati dalla rotazione di varî strati sferici di diverse densità, che 
tendono a portare verso il centro le sostanze più dense d’un corpo celeste raffred- 
dantesi per irraggiamento, di cui le parti liquide e gassose più leggiere tendono a 
risalire sempre verso la periferia. Anche per la terra quindi, per analogia di quel 
che avviene ora nel sole, è supponibile, che nel suo passato le parti più dense si 
siano precipitate e consolidate gradualmente verso il centro, respingendo alla pe- 
riferia le parti liquide e gassose; e che quindi i nostri attuali vulcani rappresen- 
tino proprio gli ultimi e più superficiali stadii di questi processi di scambio tra 
le parti solide, liquide e gassose del pianeta. 


Conclusione Ì 


Nelle precedenti pagine ho esposto, corredandole di osservazioni e dati di fatto, 


le seguenti principali considerazioni : 
1.* Il materiale allogeno rigettato dai vulcani, ossia quello che non fa 
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parte intrinseca del magma eruttivo, ma è da questo strappato alle pareti del ca- 
mino attraverso cui passa, ci offre un criterio approssimativo, per scandagliare 
in certo modo la profondità dei punti, da cui le eruzioni sono partite. 

2.° La quantità di tale materiale allogeno, rigettato dai crateri d’ esplo- 
sione e dai vulcani di tufo e di materiale frammentario, assoggettata a un certo 

calcolo approssimativo , dà per i punti di partenza delle esplosioni una profondità 
massima, che per i vulcani dei Campi Flegrei oscilla da meno di 1000 a poco 
più di 2500 metri. Risultati press’ a poco simili offrono i Maare della Svevia e 
i Diatremata adamantiferi dell’ Africa australe. 

3.* La qualità del materiale allogeno, rigettato dai vulcani di lava e dai 
vulcani compositi (sul tipo del Vesuvio), fa supporre una profondità massima di 
origine, che pel Vesuvio ad esempio può essere compresa nei limiti da meno di 
1000 a circa 3000 metri al disotto della piattaforma, su cui sorge il vulcano. 
Tale risultato è convalidato dall'esame della forma e del materiale dei necks de- 
gli antichi vulcani di Scozia. 

4.* Non solo i vulcani, ma anche gli ammassi di magmi eruttivi conso- 
lidatisi plutonicamente in profondità hanno probabilmente un’ origine poco pro- 
fonda: come ci indicano le masse granitiche periadriatiche, che si son formate du- 
rante il corrugamento eocenico delia catena alpina, a quanto pare a poche mi- 
gliaia di metri al disotto della superficie. 

5.° La funzione dei vulcani, consistente principalmente nella ossidazione 
e nella idratazione dei metalli, degli alcali e delle terre, è di natura prevalente- 
mente superficiale; giacchè questi elementi della litosfera solo alla superficie, 
nell’ idrosfera e nell’atmosfera, possono principalmente trovare gli elementi per tali 
processi di ossidazione e idratazione. 

6.° Il peso specifico medio dei magmi eruttivi solidi è eguale al peso spe- 
cifico medio della crosta terrestre (2.65) ed è quindi circa di una metà inferiore 
alla densità media della terra (5.70). Le osservazioni sulle lave correnti e gli studî 
sperimentali sintetici menano alla conclusione, che allo stato fluido i magmi hanno 
un peso specifico anche alquanto minore di quello che presentano allo stato soli- 
do. Quindi la composizione del magma non corrisponde affatto a quella che si deve 
presupporre per la parte centrale della terra; nè d'altronde, per varie ragioni, si 
può immaginare un magma interno più denso per effetto solamente d’aumentata: 
pressione. 

7.° D'altra parte, ad eccezione dell’unico esempio del ferro nel basalte di 
Ovifak, i magmi eruttivi, anche quelli profondi , plutoniani , non albergano in 
sè sostanze di maggiore densità, portate da plaghe più profonde: bisogna quindi 
ammettere, che l’azione eruttiva veramente non interessa la parte centrale e più 
densa della terra. 

8. La relazione intima e irrefragabile, esistente tra i fenomeni eruttivi 
e la formazione delle montagne, indica. anche la poca profondità d’origine dell’a- 
zione eruttiva in generale, e della vulcanica in particolare; giacchè i corruga- 
menti orogenici sono già per sè stessi fenomeni superficiali, interessanti solo la 
pellicola più esteriore, e spessa appena poche migliaia di metri, della ‘crosta ter- 
restre. 
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9.° Se la parte interna della terra è già tutta consolidata e rigida, come 
risulta dei calcoli astronomici e come dovrebbe infatti avvenire in conformità della 
teoria di Kant, i fenomeni eruttivi rappresentano la parte periferica ancora at- 
tiva del nostro corpo planetario in stato di avanzato raffreddamento. 

10.° Come attualmente nel sole le parti superficiali più raffreddate e dense 
sì precipitano verso il centro con movimenti rotatorî, che danno luogo a vortici 
giganteschi (macchie), mentre le parti più interne e leggiere risalgono alla su- 
perficie con colossali eruzioni (facule e protuberanze): il tutto menando alla for- 
mazione di un nucleo più denso, sempre crescente, e di un involucro meno denso, 
respinto sempre più alla periferia; così anche nella) terra i fenomeni eruttivi rap- 
presentano gli ultimi processi di scambio, superficiali e periferici, della parte so- 
lida con la liquida e la gassosa del nostro pianeta. 

Queste considerazioni nel loro insieme credo che forniscano discreto argomento, 
per rigettare l'ipotesi di un’ unica massa centrale, incandescente e fluida, da cui 
i nostri vulcani dovrebbero trarre origine, e per ritenere invece, che i fenomeni 
eruttivi delle ultime epoche geologiche, da che forse si è sviluppata la vita sulla 
faccia del nostro pianeta, e specialmente l’azione vulcanica attuale, abbiano, ri- 
spetto a tuttaquanta la massa della terra, un’origine molto superficiale. 


Napoli, Musco geologico dell'Università, 
Decembre del 1901. 
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Vol. XI, Serie 2° N° 8. 


ATTI DELLA R. ACCADEMIA 


DELLE SCIENZE FISICHE E MATEMATICHE 


IL CRATERE DI ASTRONI 
NEI CAMPI FLEGREI 


MEMORIA 
di G. DE LORENZO e C. RIVA 


presentata nell’adunanza del dì 12 Aprile 1902 


« Wir bewohnen fiirchterliche Ruinen » 
KANT 
in Vorles. ub. Phys. Geographie. 


INTRODUZIONE 


Questo pensiero di Kant « noi abitiamo terribili ruine » in nessun punto 
della terra trova forse più adequata applicazione che nella plaga compresa tra il 
Vesuvio e Cuma, dove appunto sulle macerie immani dei commossi elementi tel- 
lurici è germogliata una delle civiltà più rigogliose e fiorenti. Ancor oggi, chi 
dallo sperone dei Camaldoli libra lo sguardo su questa plaga famosa e vede quasi 
ai suoi piedi spalancarsi la voragine cupa ed enorme del cratere di Astroni, e in- 
torno a questo sorgere e moltiplicarsi colli corrosi e crateri infranti, che con mobile 
ondeggiamento si spandono verso il sorriso innumerabile del mare, inghirlandato 
ai margini dalle corone multicolori di congregazioni umane, deve anche pensare, 
quanto spasimo inconscio e quanta visibile ruina è costata alla terra la produzione 
di questo suo lembo, destinato a dar vita e nutrimento a uno dei più mirabili 
tronchi dell’arte e del pensiero umano. 

Nè di tale spasimo e di tale ruina furono ignari gli abitatori di questo suolo, 
che per primi qui giunsero alla conscienza di sè e del mondo che li circondava; 
giacchè essi qua appunto collocarono le sedi delle battaglie gigantesche tra le 
oscure e violenti forze titaniche della terra e le potenze più serene del cielo. Uno 
di noi, in una nota sul Synificato geologico di aleuni miti ariani (Rendiconti di 
questa Accademia, Luglio 1901) ha cercato di dimostrare, che i Ciclopi e i Cen- 
tomani non sono che i vulcani: col grande cratere circolare terminale, con i 
numerosi coni avventizî sulle spalle e con le terribili correnti di lava lungo i 
fianchi; e che la vittoria finale dell Olimpo, nella Titanomachia e Giganto- 
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—"dop si, 
machia, non rappresenta che il cessare delle grandi eonflagrazioni vulcaniche, 
quando si vedono le membra ingenti dei violenti figli della terra giacere at- 
terrate, squarciate, arse e fumanti sotto il sorriso sereno, inalterabile e vitto- 
rioso del cielo lucente. Non altrimenti, del resto, questi miti erano stati inter- 
pretati dagli stessi grandi antichi, come ce lo mostra, ad esempio, quel sommo 
conoscitore dei fuochi vulcanici, che fu Empedocle; il quale diceva, che nel 
mito degli antichi Titani e Giganti non bisogna scorgere se non quella ter- 
ribile rivoluzione e convulsione della natura, in cui tutti gli elementi più gravi 
tendono a disporsi da una parte e i più lievi dall'altra: 7005 rad2w003 xvns Trravas 
emi Toy guow zar Fryavtas zar Tav pubiza» ezitumy xa godepay azoopiav war minppderzy em 
Sem stone’ ywpr<s To Bago mav zar yYwpis To 209/50 ov. Il nome stesso di Astroni, il quale 
porta in sè la medesima radice di quello di uno dei tre Ciclopi, ,Sterope, ci indica 
forse, che il grande cratere, il quale fissa ora il cielo con l’enorme orbita vacante 
e nera, fu da-quei primi uomini veduto nelle sue colossali eruzioni quasi come 
occhio fulgente e folgorante. Ciò è in certa guisa anche comprovato dall’origine 
geologicamente recentissima, e forse anche preistoricamente non troppo remota, di 
questo cratere, che, come appresso si vedrà, s'è formato in un periodo piuttosto avan- 
zato della storia eruttiva dei Campi Flegrei. D'altra parte il suo nome, come ci 
fa osservare l’amico Neumann, potrebbe anche rappresentare il caratteristico 
aspetto raggiato, astrale, della sua forma. 

Quando poi la forza ferrea di Roma scese su queste rive a ingentilirsi a con- 
tatto della coltura ellenica, assunse anche le cognizioni impostele dall'arte e dalla 
sapienza greca: e dalla fusione delle due civiltà nacquero, e si esplicarono nelle 
opere di Virgilio, Orazio, Ovidio, Giovenale, etc. le immortali deseri- 
zioni di queste contrade, che ancora formano vivente patrimonio della nostra col- 
tura. Ma gli aborigeni, che coltivavano già da anni questo suolo, e i Romani; 
che qui venivano a cercare pausa ai lor dolori (Pausilipon), predilessero, ed a 
ragione, le molli colline in riva al mare, e non si occuparono delle interne terre, 
da essi ritenute incolte, selvagge e barbare. Quindi è che del cratere di Astroni 
non si-ha alcuna speciale descrizione; pur essendo esso ben noto, come ci dimo- 
strano gli avanzi delle grandiose terme romane, che si trovano accanto ad esso 
e che ancor oggi, rovinate e coperte d’'edera, impongono venerazione e rispetto» 
Forse esso, col suo profondo e cupo baratro, misterioso e solenne nel silenzio della 
selva da cui era rivestito, era, al pari dell’Averno, ritenuto come una delle vie, che 
portano giù, alle onde del tartareo Acheronte. E forse anche, pigliando proprio 
esempio da queste contrade, Ovidio, ripristinando la somma sapienza pitagori- 
ca, anticipava di circa due miliennî la teoria del sollevamento dei vulcani, nei 
versi del XV delle Metamorfosi: 


Vis fera ventorum, caecis inclusa cavernis, 
Exspirare aliqua cupiens, luctataque frustra 
Liberiore frui coelo, cum carcere rima i 
Nulla foret toto nec pervia flatibus esset, 
Extentam tumefecit humum, ceu spiritus oris 
Tendere vesicam solet aut direpta bicornis 
Terga capri. tumor ille loci permansit, et alti 
Collis habet speciem, longoque induruit aevo. 


VIE o 
Infatti proprio questa teoria al principio del nostro secolo fu, con successo tanto 
rumoroso quanto transitorio, applicata al cratere d’Astroni. 

Tramontato lo splendore di Roma nelle tenebre del Medio Evo, svanì anche 
ogni traccia di visione generale di queste contrade; tanto meno quindi si ebbe 
alcun cenno generale del cratere di Astroni. Bisogna aspettare il graduale rina- 
scimento dell'antica coltura, per vedere anche qualche accenno letterario o scienti- 
fico alle terre di cui ci occupiamo. Tra il 1212 e il 1221 infatti il medico Pietro 
da Eboli compose il suo Carmen de balneis Puteolanis, dedicato al gran re Fe- 
derico, e descrisse in esso i bagni termali, allora molto caldi, di Astroni, o 
Astruni, come egli dice, attribuendo loro quelle qualità terapiche, che nove secoli 
prima erano state esposte da Oribasio, il celebre filosofo e medico dell’ altro 
monarca anticristiano, di Giuliano l’Apostata. 

Poco più d'un secolo dopo venne in questi lidi il divin Petrarca, che de- 
scrisse i Campi Flegrei nella lettera IV del quinto libro de!le sue Zamiliari : 
« Vidi loca a Virgilio et, quod maxime mireris, ab Homero multum ante descri- 
pta. Vir Graius antiquissimus e doctissimu=, et nulli secundus ingenio, in- 
signem et qualem res exigebat locum nusquam ii veniens, ab Italia mutuatus est. 
Vidi Averni et Lucrini lacus, Acherontis quoque stagnantes aquas... Vidi Sybil- 
lae patriam ac domum, et horrificum illud specus stultis irremeabile, doctioribus 
inaccessum. Vidi Falernum montem famoso palmite conspicuum, et hic aridam 
tellurem morbis salutare fumum perpetuo exhalantem, illic cinerum globos, et fer- 
ventas scatebras, aheni instar undantis, confuso murmure eructantem ». Abbiamo 
riportato questo brano, quantunque non si riferisca agli Astroni, perchè da esso 
scaturisce un fatto importante per la storia dell’attività eruttiva dei Campi Fle- 
. grei. Petrarca infatti potè vedere la terra eruttante con confuso murmure globi 
di cenere e ferventi scatebre, come di fuso bronzo ondeggiante, solo alla Solfatara : 
il che dimostra, che anche più d’un secolo dopo la nota eruzione del 1198 que- 
sto cratere doveva trovarsi in uno stato d'attività tale, da mostrare la lava incan- 
descente. 

Con l’avanzarsi del Rinascimento si cominciano finalmente ad avere le prime 
notizie particolari del cratere di Astroni e le prime congetture sulla sua natura vul- 
canica. Nel quattrocento infatti gli Aragonesi rivolsero speciale attenzione a questo 
‘ remoto recesso, sia per le terme in esso ancora esistenti, che per il comodo asilo, 
che i suoi boschi solitarî offrono alla selvaggina. Alfonso I quindi lo cinse di 
un muro, facendone un parco riservato reale, e nel 1452 vi diede la famosa cac- 
cia, descritta da quel Bartolomeo Faccio, che pel primo congetturò anche la 
natura vulcanica del luogo. Che dopo il Faccio quasi nessun altro vi abbia 
pensato fino al principio del settecento, ci è dimostrato da questo passo della storie 
naturale del monte Vesuvio di Gaspare Paragallo, Napoli 1705, pag. 19: 
‘« E per avventura non dovrà parere anche strano molto il diviso dell’Alberti, 
che -’1 monte degli ,Struni, o Astruni, posto tra Napoli e Pozzuoli, in cui sono 
--le caccie Regali, fosse altresì nato per cagion dei fuochi sotterranei della terra: 
‘ del che par che ne facci testimonianza non pure quella sua cavità, simile a quello 
‘.d’altri monti arsi, ma la gran copia del Solfo, che vi si scorge nel suolo, e l’a- 
vere non guari lungi i fonti d'acque calde. Il che diè ragione di dire, ben due 
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secoli addietro, a Bartolomeo Fazio nel libro dei Gesti del Re Alfonso: Locus 
Neapoli quatuor millia passuum proximus, quem vulgo li Struni vocant, nos u- 
num e Phlegraeis campis ab ardore nuncupandum putamus ». Col settecento del 
resto cominciano le prime ricerche analitiche, che preludono alla scienza moder- 
na, e da quest'epoca quindi si possono indicare solo i principali di quelli, che più 
o meno diffusamente si sono occupati del cratere di Astroni. 

Bisogna però, prima di andare oltre, menzionare la magnifica pianta di Na- 
poli e dintorni, eseguita nel 1629 da Alessandro Baratta (della quale un 
esemplare è esposto nel Museo di San Martino), giacchè in essa è data una bel- 
lissima figura del cratere di Astroni, riprodotta poi in carte posteriori. 

È poi anzitutto necessario ricordare quel Niccolò Braucci (da noi mentovato 
nel nostro studio sul Cratere di Vivara, Atti di quest’ Accademia, vol. X, 1900), che 
nella sua manoscritta storia naturale della Campamia sotterranea, composta verso 
il 1767, così parla degli Astroni: « Il secondo vulcano dei Campi Flegrei di Plinio 
non è più lontano da quello di Pianura che un sol miglio occidentale: ed è quello 
appunto, che oggi si appella Astruni. Esso rappresenta un perfetto anfiteatro, le 
cui labbra son di circa tre miglia di circonferenza, e la sua profondità meno di 
cento passi. Le labbra son tante colline alzate daile materie di fuoco, le quali son 
pomici, ceneri e sassi bruciati. Esse si dilatano per più d’ un miglio intorno al 
vulcano, con un pendio quasi simile a quello delle sue fauci. Il fondo interiore 
contiene quattro laghi, alcuni dei quali in tempo di està si disseccano; il più 
grande in alcuni siti è profondissimo. Nella sua riviera di levante ribolle un'ac- 
qua minerale, che porta sal alcali e solfo. In vicinanza di quei laghi si scoprono 
alcuni rialzi di tufo non tocchi dagli incendj; laonde io ho giudicato, che dentro 
di quel vano si fossero aperte più bocche di fuoco, fra mezzo delle quali fossero 
rimaste intatte quelle piccole vocche di tufo. Da questo vulcano non sono uscite 
fuora materie liquefatte, ma solo cenere, pomici e sassi bruciati ». A parte qual- 
che lieve inesattezza queste osservazioni hanno lo stesso pregio di accuratezza, già 
da noi notato a proposito del cratere di Vivara. | 

Quasi contemporaneamente al Braucci studiava nei dintorni di Napoli, an- 
che dal punto di vista geologico, sir William Hamilton, che nel 1776 rac- 
colse le sue ricerche nella splendida opera Campi Phlegraci. Quivi (pag. 67) egli 
dà una breve descrizione, non così particolareggiata come la predetta di Braucci, 
del cratere d’Astroni, il quale egli dice composto, al pari del cratere di Agnano, 
di tufi e di strati di pomici sciolte, frammenti di lava e altre materie bruciate, 
similmente a ciò che si vede nel Vesuvio. Nelle tavole XVII, XIX e XX della 
stessa opera egli diede poi del cratere di Astroni quelle note figure, che, al pari 
delle altre sue illustrazioni di questi luoghi, furono copiate e ripetute da molti 
dei geologi posteriori, che si occuparono dei Campi Flegrei. 

Quando Hamilton ancora era a Napoli, e ospite anche qualche volta di 
lui, fu qui Goethe, che consacrò ai Campi Flegrei una delle sue prime visite. 
Di questa visita, oltre le impressioni durature riverberatesi poi in altre opere, egli 
diede anche dettagliata notizia in una lettera del 1° Marzo 1787, in cui accenna 
anche al cratere di Astroni: « Sotto il più puro cielo il suolo più insicuro. Ac- 
que bollenti, crepacci esalanti solfo, monti di scorie contrastanti alla vita vege- 


st. 

tale, spazî nudi, repellenti, e fuori di ciò poi una vegetazione sempre florida, ag- 
grappantesi dovunque può, sollevantesi su tutte le morte ruine e intorno ai laghi 
e ai ruscelli, affermandosi anche con la più splendida selva di querce sulle pa- 
reti di un antico cratere ». L'impressione rapida, e pure indimenticabile, di questa 
visione è quindi da Goethe paragonata alla lettura di Sakuntala. 

Pochi anni appresso, il più diffuso illustratore di questi luoghi, Scipione 
Breislak, pubblicò a Firenze, nel 1798, la sua Zopografia fisica della Campa- 
nia, che riprodusse poi a Parigi nel 1801, sotto il titolo di Voyages physiques et 
Iythologiques dans la Campanie. In entrambe le opere egli descrive il cratere di 
Astroni come uno dei più interi e meglio conservati di questa contrada, rife- 
rendone le dimensioni ed esponendone la costituzione, rappresentata , nella cinta 
esterna, da scorie, pomici e ceneri, mescolate a pezzi erratici di lava, e nella 
parte interna da una collina di tufo, mista a massi di lava. Egli inoltre ricordò 
la massa di lava, incastonata nella parte orientale del cratere, e la corrente del 
fondo, e in entrambe distinse feldspati, mica e olivina, con produzione secondaria 
di silice. 

lino a questo momento i descrittori del cratere di Astroni, non turbati ancora 
da alcuna preconcetta opinione geologica, lo avevamo rappresentato così come esso 
realmente è: cioè come un vulcano costituito da materie eruttive frammentarie, ac- 
cumulatesi per una o più esplosioni, con qualche piccolo accenno a correnti di lava 
continua. Ma nel 1799 venne per la prima volta a Napoli Leopold von Buch, 
che doveva ji “on i suoi scritti successivi esercitare una grande influenza, sotto un 
certo aspetto funesta, sulla geologia degli Astroni, dei Campi Flegrei e dei vulcani 
in generale. Il geniale geologo infatti, mentre da un lato fu coscienziosissimo e 
acuto descrittore dei fatti osservati, dall’ altro si fece tant'oltre trasportare dalla in- 
felice e preconcetta idea dei crateri di sollevamento, da giungere persino a travisare 
le cose realmente esistenti, pur di sottometterle a quella teoria. Uno dei principali 
casi di questa aberrazione è rappresentato appunto dalla sua descrizione del cra- 
tere di Astroni. Invero nel 2° volume delle sue Geognostische Biobachtungen auf 
Reisen, stampate nel 1806, egli non parla ancora di ciò; anzi allora vedeva le 
cose così limpidamente, che si meravigliava, come si potesse ritenere il Monte 
Nuovo un cratere di sollevamento (pag. 460 del Ivol. dei Gesammelte Schrift n). 
Ma nel 1825, pubblicando la sua Physitalische Beschreibung der canarischen In- 
seln, egli espose sul Monte Nuovo un'opinione diametralmente opposta e diede de- 
gli Astroni questa erronea e perniciosa descrizione (pag. 526 del III vol. dei Ge- 
samm. Schr.): « On rencontre le trachyte en masse dans plusieurs endroits, sur- 
tout entre la solfatare de Pouzzol et la mer; mais son apparition au milieu du 
beau cratère de soulèvement d’Astroni est du plus grand intérét et en méme temps 
fort remarquable. Ce cratère singulier est entièrement entouré de couches de tuf, 
qui, au lieu d'’étre horizontales, s' inclinent ici vers l’extérieur tout autour du 
cratère méme. La téte de ces couches forme è l’ intérieur des exarpements souvent 
presque perpendiculaires. Du milieu du fond s’ élève de nouveau une colline en 
forme de dome arrondi jusqu’' à la hauteur de deux cents pieds, et cette colline 
n’est qu’ une masse solide du plus beau trachyte blanc grisàtre è cristaux de 
feldspath et d'amphiboles nets et brillants. Il est donc clair, que les couches de 
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tuf ont été rejetées de coté par le gonflement et le soulèvement de ce dome de tra- 
chyte. Si les forces volcaniques avaient suffi pour le faire dépasser le bord des. 
tufs du cratère, il se serait formé un Puy-de-Dòme, un Chimboraco ; et si ces. 
forces avaient eu assez d' intensité pour s'ouvrir une communication par ce dome 
et pour former à sa cime un cratère, un véritable volcan aurait paru dans ces. 
environs, et le Vésuve n’aurait plus eu d’ éruption. Le Mente Nuovo, sorti de terre. 
en 1538, n'a pas pu faire paraître le trachyte caché au-dessous de son cratère; 
mais le reste est parfaitement semblabe è Astroni. C'est aussi un cratère de sou- 
lèvement, dont les còtés sont formés de couches de tuf blanc, inclinées comme ia 
surface du cone méme. C'est à tort qu'on le croit formé par éruption et de ma- 
tières incohérentes, de scories et de ponces. Les couches solides de tuf soulevées. 
sont très visibles tout autour du cratère, et il n°y a que la surface extérieure qui 
soit composée de scories rejetées. Si donc on était tenté de douter de 1’ élévation 
des couches de tuf et du dome de trachyte du cratère d’Astroni, le Monte Nuovo. 
soulevé sous nos yeux en donnerait la preuve la plus convaincante et la plus cer- 
taine ». Abbiamo riportato per intero questo brano, perchè esso, oltre a costituire 
una delle cause di traviamento della geologia vulcanica in generale, è stato poi 
particolarmente il falso principio, da cui sono derivate e derivano molte erronee 
descrizioni degli Astroni. Queste false vedute di Astroni furono poi da von Buch 
nell'altro lavoro Veber Lrhebungskratere und Vulkane ( pag. 301 del IV vol. dei 
Gesammelte Schriften) anche ulteriormente elaborate ed analizzate. 

Mentre von Buch pubblicava e col credito del suo nome diffondeva queste 
vedute, girava (tra il 1829 e 1832) per l’ Italia meridionale e la Sicilia Frie- 
drich Hoffmann, le cui Geognostische Beobachtungen furono poi raccolte e pub- 
blicate nel 1839 da von Dechen. A pag. 221 di tal volume Hoffmann de- 
scrive gli Astroni, nota l'inclinazione degli strati verso la parte interna del cra- 
tere, osserva che questi strati sono composti di pomici e altri materiali frammen- 
tarì, accenna alla presenza d’un eventuale piccolo cratere tra le colline centrali e 
descrive la trachite della parete orientale, che dice costituita da feldspato vitreo, 
mica, augite e scarsa olivina. Le osservazioni analitiche di Hoffmann, sempre 
molto coscienziose ed esatte, sono, è vero, generalmente superficiali e pedestri, ma 
hanno in compenso il pregio di non esser mai influenzate da alcuna idea precon- 
cetta di indole teorica. 

Nel 1836 si pubblicava anche, a Parigi, il Voyage pittoresque à Naples et 
en Sicile di R. Saint Non, nella tavola 223 \del quale è data una veduta degli 
Astroni, molto fantastica però e inferiore assal a quelle di Hamilton. 

Siamo così giunti al principale illustratore dei Campi Flegrei, ad Arcan- 
gelo Scacchi, il quale prima nelle sue Zezioni di Geologia, stampate a Napoli 
nel 1843, e poi nelle ben note Memorie geologiche sul'a Campania, pubblicate an- 
che a Napoli nel 1849, diede del cratere di Astroni quelle descrizioni e sezioni. 
geologiche, che fino al giorno d'oggi sono state sempre ripetute da tutti coloro, 
che si sono occupati di quest’ argomento. Egli osservò, che la massa di trachite- 
incastonata nella parete orientale doveva essere di formazione anteriore al cratere: 
‘di Astroni e quindi non aveva potuto pigliare nessuna parte nel presupposto sol- 
‘levamento di questo, e che viceversa le trachiti del fondo, parte massicce e parte- 
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in correnti scoriacee, rappresentano prodotti di eruzioni centrali posteriori, estranee 
anch’esse al sollevamento immaginato da von Buch, il quale viene così a perdere 
‘ogni ragion d’essere. Malauguratamente però Scacchi nella II tavola delle Me - 
morte geologiche sulla Campania diede degli Astroni una sezione, in cui le masse 
centrali di trachite, apparendo come legate alla laterale, sembrano formare vera- 
mente una grande cupola lavica, ben capace di sollevare la scarsa quantità di 
tufo su essa poggiata. Così pure egli ripetette e maggiormente diffuse l’errore, 
che la maggiore collina centrale, l’ Imperatrice, fosse composta di trachite com- 
patta, mentre già Braucci e Breislak aveano riconosciuto trattarsi di semplici 
ammassi di tufo misto ad altro materiale frammentario. A ogni modo queste de- 
scrizioni di Scacchi restano finora le più complete che si abbiano sul cratere di 
Astroni. 

Le descrizioni di Scacchi, con le relative figure, furono poco più tardi ri- 
prodotte, in tedesco, da J. Roth nel suo libro Der Vesuo und die Umgebung von 
Neapel, Berlin 1857, senza però aggiungervi nulla di nuovo. 

Nel 1862 Poulett Scrope, publicando la seconda edizione della sua celebre 
opera Vo/canos, a pag. 322 diede una breve descrizione di Astroni, per combat- 
tere la teoria del sollevamento, dimostrando, che le lave del fondo non potettero 
formarsi che alla fine delle eruzioni, le quali aveano creato il cratere, e che le in- 
clinazioni quaquaversali degli strati di tufo formanti il cono oscillavano da 15° a 
35°, al pari di tutti i vieini coni tufacei e con la stessa irregolarità nei caratteri 
dei giacimenti, che necessariamente accompagna queste ejezioni frammentarie. An- 
ch'egli però s’ ingannò, nel ritenere che le colline interne fossero tutte composte 
da cupole di lava trachitica. 

Non così John Phillips, che nel suo bel volume Vesuvius, Oxford 1869, 
pag. 213, riconobbe, che la cinta esterna del cratere di Astroni è separata me- 
diante un atrio dalla massa centrale, la quale a sua volta è rappresentata da una 
duplice collina, costituita da alquanta trachite, ma più da tufi e ceneri, con po- 
mici e ossidiane. Egli peraltro, quantunque avesse fatto questa giusta osservazione, 
rimase indeciso tra l'opinione di von Buch e quella di Lyell sull’origine del- 
l’antico cratere. 

Nello stesso anno (Lille, 1869) Gosselet, pubblicando le sue Observzizons 
géologiques faites en Italie, diede anche in esse un breve cenno (p. 17) e una esatta 
sezione (tav. IV, fig. 7) di uno dei fianchi del cratere di Astroni. 

Nel suo piccolo ma interessantissimo schizzo geologico Der Vesuv, Berlin 
1873, G. vom Rath descrisse gli Astroni con giusto entusiasmo: « Astroni, un 
bacino circolare, selvoso, è uno dei più belli crateri del mondo. I varii, magnifici 
alberi cinti di piante rampicanti, un piccolo lago giù nel fondo, il vallo crate- 
rico limitante all’ intorno lo sguardo, la silente pace, interrotta solo dal canto de- 
gli ‘uccelli, concedono all’estinto cratere un grande incanto ». Egli inoltre, oppu- 
gnando la teoria del sollevamento, scrisse che il cratere di Astroni, al pari di quello 
del Monte Nuovo, è costituito da materiale eruttato, il quale nel cadere s'è stratifi- 
cato corrispondentemente al pendio. 

. Roth in una noticina Zur Geologie der Umgebung von Neapel ( Monatsber. 
d. Ak. d. Wiss. in Berlin; Gesammtsitzung von 10 Nov. 1881) riferì di aver 
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visto sull’orlo del cratere di Astroni, presso Torre Lupara, dei frammenti ai roc- 
cia, che esternamente rassomiglierebbero ai frammenti di sanidinite leucitica, da 
lui trovati nei tufi del Vomero. In questa stessa nota v'è una lunga descrizione 
delle rocce di Vivara, da noi non conosciuta quando scrivemmo il lavoro sul Cra- 
tere di Vivara (Atti di questa Accademia, vol. X, 1900), in cui peraltro non ci 
è che una ricca confusione, senza che si arrivi neanche a stabilire la presenza a 
Vivara delle rocce basaltiche, che erano state già riconosciute da Abich e che sono 
state poi dettagliatamente descritte da noi. 

Nello stesso anno 1881 J. W. Judd nel suo volume sui Vo/canoes, p. 170, 
espose sugli Astroni una nuova e falsa veduta, che cioè la cinta esterna di questo. 
vulcano non rappresenti che la base d’un cono eruttivo, di cui la cima fu tron- 
cata e squarciata da una subitanea esplosione, la quale diede luogo alla formazione 
del grande cratere: qualche cosa di simile ai Maare del Reno e ai crateri-laghi 
dei vulcani laziali. Tale bizarra idea è senz'altro refutata dagli strati costituenti il 
vulcano. che, come qui appresso si vedrà, inclinano egualmente tanto dalla parte: 
esterna che dalla interna del cratere. 

In quest’ ultimo lasso di tempo vengono intanto quasi del tutto a mancare 
delle osservazioni di indole particolare sul cratere di Astroni, e i libri si limitano 
a riportare le antiche descrizioni di Scacchi e di von Buch, col solito errore 
della cupola centrale di trachite. Così, ad esempio, Mercalli in Vulcani e feno- 
meni vulcanici d'Italia, Milano 1883, Reyer nella ZReoretische Geologie, Stuttgart 
1888, p. 114, Neumayr nel I volume, p. 183, dell'Erdyeschichte, Leipzig 1890, 
Zirkel nella seconda edizione del Zelrbuch der Petrographie, Leipzig 1893-94, 
vol. II, p. 380, ed altri ancora parlano sempre della grande cupola trachitica del- 
l'interno degli Astroni. 

Eccezione fanno le ricerche originali di Lacroix, che a pag. 326 del suo 
volume su Zes enclaves des roches volcanigues, Macon 1893, descrisse i blocchi a 
humboldtilite del fondo del cratere, e gli studî di Pampaloni, che nella sua nota 
su Ze roccie trachitiche degli Astroni nei Campi Flegrei (Rendiconti Acc. Lincei, 
1° sem. 1899) fece la descrizione microscopica di alcuni campioni di lava raccolti 
dal prof. Carlo De Stefani. 

Nel 1896 uno di noi, nei suoi Studî c£ geologia nell’ Appennino meridionale 
(Atti di questa Accademia, serie 2°, vol. VD fece notare, a pag. 95, che il cra- 
tere di Agnano, il quale è il più antico dei vulcani centrali dei Campi Flegrei, 
ha dato, oltre alla lava del monte Spina, anche un’ altra grossa massa trachitica, 
la quale, impigliata poi nelle posteriori eruzioni del cratere di Astroni, appare 
ora come un grosse picco contenuto nella parete orientale di questo vulcano; e che 
questo a sua volta ha avuto anche esso una storia molto complessa, perchè la in- 
terna collina dell’ Imperatrice non è formata da unà cupola trachitica, come ge- 
neralmente e a torto si ritiene, bensì da un cono eruttivo centrale, composto di 
tufi, pomici e scorie da cui si versarono delle colate di lava sul fundo del cratere. 

Nell'anno seguente, in The Geographical Journal of London (October, No- 
vember 1897) comparve un bel lavoro di R. T. Ginther, Z%e PWleygraean Fields, 
su cui avremo occasione di tornare qui appresso, il quale, pur essendo di natura 
prevalentemente geografica, rappresenta finora uno dei migliori contributi alla co- 
noscenza geologica dei Campi Flegrei. 
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Similmente W. Deecke nel suo eccellente, recentissimo Geologischer Fiihrer 
durch Campanien, Berlin 1901, riassume egregiamente tutte le conoscenze geo- 
logiche, che si hanno finora su queste contrade, e dà anche poi nell’ insieme un 
utile e pregevolissima guida geologica di tutta la Campania. 

Tali conoscenze si avevano degli Astroni, quando noi abbiamo intrapreso lo 
studio di questo cratere, passandovi , nell'estate e nell'autunno del 1901, delle gior- 
nate mirabili, per la gioia di vedere a poco a poco sotto i nostri occhi risorgere 
il diruto edificio dell’estinto grandioso vulcano, e per la serena pace, che si gode 
dentro i recessi della fitta foresta, ondeggiante nella conca del profondo cratere. Le 
grandi querce e le ilici negre, non straordinarie di grossezza e di vecchiaia, ma 
piene di libera, naturale maestà, sono avvolte da sì fitte cortine di edera e affon- 
dano i loro tronchi in una così densa e lussureggiante macchia di roveti inestri- 
cabili e di felci gigantesche, tra cui brulica e ronza una così intensa manifesta- 
zione di bassa vita animale, che, aggiuntavi l’afa enorme del caldo, che s'accoglie 
nel chiuso cratere, e la visione del piccolo lago tutto coperto di ninfee, si ha ad- 
dirittura l'impressione di trovarsi in una selva tropicale. Certo tale condizione 
di cose, se è bella per gli occhi e rallegrante per lo spirito, non è poi molto fa- 
vorevole alle ricerche geologiche, specialmente nel fondo del cratere, in cui il ro- 
veto è così fitto, da divenire in alcuni punti addirittura insormontabile; e in altri 
punti, anche se si riesce a passare lasciando suile spine tracce di pelle e di vesti, 
nulla si scorge, per il grosso, benefico mantello di humus che copre il suolo. Il bo- 
sco si va ora però anno per anno tagliando in sezioni successive, in modo che 
ogni anno si ha una nuova zona scoperta; e quando sarà tagliata la plaga del 
fondo, allora sarà forse possibile scorgere nella parte centrale qualche dettaglio, 
che a noi è rimasto celato dalla folta vegetazione annosa, nel suo pieno rigoglio 
estivo. Ciò malgrado confidiamo di poter dare in questo lavoro un quadro il più 
che possibile completo della natura dei materiali, che compongono il cratere di 
Astroni, della maniera, come essi sono compaginati e architettati, delle loro rela- 
zioni con i vulcani limitrofi e del più probabile tempo e modo di loro genesi. 


K 
I MATERIALI 


I materiali eruttati dal cratere di Astroni si stendono per un’ampia area sulla 
superficie dei Campi Flegrei. Infatti, se si pensa che nel 1872 e nel 1538 le ce- 
neri, eruttate rispettivamente dal Vesuvio e dal Monte Nuovo, piovevano abbon- 
dantissime a Napoli, e che nell’ eruzione che sepellì Pompei la caduta delle ce- 
neri a Miseno era così fitta, a quanto riferisce Plinio il giovane, che non era 
possibile discernere le genti a pochi passi di distanza, e se si pon mente alla dif- 
fusione dei materiali esplosivi eruttati dalla montagna Pelée sulla Martinica nel 
suo receute vistoso cataclisma di questo mese di maggio, si comprende senz’ altro 
a quale distanza e in quale quantità dovevano essere deposti i materiali più minuti 
eruttati dalle straordinarie esplosioni, che han dato origine al nostro colossale cra- 
tere. Grande parte quindi dei tufi grigi e delle pozzolane incoerenti, che nelle col- 
line di Napoli si adagiano discordantemente sul tufo giallo, già denudato ed eroso, 
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devono provenire dagl’incendì degli Astroni, quantunque non sia agevole stabi- 
lire quanta parte di essi propriamente spetti alle eruzioni di questo e quanta a 
quelle dei crateri di Agnano, Solfatara, Campana, Cigliano, Averno, Baja, Santa Te- 
resa, Monte Nuovo etc. etc., che hanno dato press’ a poco consimili materiali. C'è però 
tra questi depositi grigi incoerenti uno straterello di lapilli manganesiferi, di carat- 
teristica tinta violacea, il quale provenendo certo dagli Astroni, come qui appresso si 
vedrà, permette di seguire i depositi di questo vulcano per varî punti dei Campi 
Flegrei, fin sull’alto dello sperone dei Camaldoli, che domina tutto il gruppo. 

A ogni modo non sono i materiali diffusi su ampia area quelli che debbono for- 
mare oggetto precipuo del nostro lavoro; giacchè questo piglia in considerazione solo 
il materiale più grosso e abbondante, accumulatosi immediatamente intorno alla 
bocca d’eruzione, a formare il grande cono craterico, a cui specialmente compete 
il nome di Astroni. Questo cono craterico, che è compreso tra i fondi dei laghi 
di Agnano e di Pianura da un lato e tra i coni eruttivi della Solfatara, di Ci- 
gliano e di Campana dall'altro (vedi la qui annessa carta geologica nella tav. VII), 
e che dal livello del mare sale fino a 250 m. su di esso, occupa col complesso di 
tutta la sua massa maggiore un’area di 7 chilometri quadrati circa. Su quest'area 
i materiali eruttivi si sono ammassati a costituire un cono largo e depresso, tron- 
cato superiormente e squarciato internamente da un ampio e profondo cratere, sul 
cui fondo sorgono minori colline, formate dal medesimo materiale, e separate me- 
diante un vasto atrio annuliforme dalla grande cinta esteriore, le cui pareti si 
innalzano tutt’ intorno a guisa d’ un immenso anfiteatro: un Colosseo di gigan- 
tesche proporzioni. Siccome tali singole parti, cioè l’anfiteatro esteriore, l’atrio e 
le interiori colline, rappresentano in quest’ urico edificio degli Astroni membri al- 
quanto diversi l’uno dall’altro per morfologia, struttura e genesi, è bene descri- 
vere partitamente per ciascuna di esse i rispettivi materiali costituenti. 
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LA GRANDE CINTA AD ANFITEATRO 


La parte maggiore dei materiali eruttasi dal cratere di Astroni si è ammas- 
sata tutt'intorno alla bocca d’eruzione, a formare una vasta cinta a forma di an- 
fiteatro, di cui i fianchi esteriori si sono plasmati sulle ineguaglianze già esi- 
stenti nel suolo circostante, mentre la parte interiore ha serbata quasi intatta l’ im- 
pronta e la forma impartitale dall'atto creativo: così che ora all’esterno s’ espande 
un cono di forma piuttosto irregolare e difficile a prima vista a intendersi, mentre 
all’interno s’ apre un cratere perfettissimo. 

Le pendici esteriori sono più intatte e pure del lato prospiciente il lago di 
Agnano, dove da un livello di circa 10 m. sul mare salgono dolcemente fino a 
150 m. circa, con la inclinazione e la curva normale d'un qualunque cono erut- 
tivo di materiale frammentario; ma non così netto è invece il distacco dal vul- 
cano della Solfatara, sulla cui cresta settentrionale, alta già 200 metri, l'apice 
più elevato degli Astroni, quello di Torre Nocera, si rileva appena di 51 metri 
mediante un dorso a inclinazione lievissima; e similmente anche minore d’un cen- 
tinaio di metri è il rilievo sulla linea di contatto con i vulcanetti di Cigliano 
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e di Campana; mentre -l’apice settentrionale di Torre Lupara, alto 241 m. sul 
mare, s'innalza addirittura poco più di trenta metri sull’orlo della cinta antica 
del cratere di Agnano (vedi gli annessi profili delle parti seconda e terza e la carta 
geologica della tav. VII); invece nelle insenature intercorrenti tra la cinta di 
Agnano e quella di Campana, tra questa e il Cigliano e tra il Cigliano e la Solfa- 
tara il cono di Astroni si espande con grandi lembi verso il piano, senza però mai 
raggiungere il basso livello rappresentato dal fondo dell’antico lago di Agnano. 

Quando da queste dolci ed ondulate falde del vulcano si sale verso la som- 
mità, a qualunque punto di essa si giunga, si rimane subito quasi esterrefatti, 
nel vedere d'improvviso spalancarsi sotto i piedi le fauci immani di un ampio e 
profondo cratere, di cui all’esterno neppure si sospettava l’esistenza. Questo cratere 
ha la forma precisa di un grande anfiteatro ellittico, con l’asse maggiore diretto 
quasi da oriente a occidente e il minore quasi da settentrione a mezzogiorno, con 
gradinate a cunei, scendenti abbastanza ripidamente verso l'arena del fondo. L'orlo 
superiore di quest anfiteatro è fatto a @uisa di sottile cresta sinuosa (vedi pano- 
rama della tav. VI), che oscilla tra un limite minimo di 109 m. sul mare, dato 
dalla spaccatura dell’ingresso, e un massimo di 251 m., rappresentato da! culmine 
di Torre Nocera, mantenendosi a un'altezza media di 200 m. sul mare. Quest’orlo 
superiore ha l’asse maggiore di 2000 metri e il minore di 1500 metri di lun- 
ghezza. L'orlo inferiore invece, che limita e circuisce l'arena del fondo dell’an- 
fiteatro craterico, misura circa 1500 metri nell’asse maggiore e 1000 nel minore. 
Siccome il fondo del cratere in alcuni punti si trova appena a una diecina di metri 
sul mare e nel resto varia tra venti e cinquanta, ne risulta che l'altezza media 
delle interne pareti è di 150 metri, mentre la massima, sotto Torre Nocera e Torre 
Lupara, arriva fino a 200 metri: offrendo così un superbo spettacolo, sia che si 
ammiri il cratere dall'alto o che lo si guardi dal basso. 

Qualunque punto ora si esamini di questa grande cinta esteriore, dessa si trova 
uniformemente e quasi identicamente da per tutto costituita da tufi, ceneri, lapilli, 
pozzolane, pomici e altri materiali eruttivi frammentarî, sottilmente e nettamente 
stratificati, in cui restano inclusi blocchi rigettati e scorie eruttive, di dimensioni 
non eccessivamente grandi. Nessuna traccia si riscontra di colate laviche continue, 
ove si faccia astrazione da una grande massa di lava, incastonata nella parete orien- 
tale ed estranca per origine, come qui appresso si vedrà, alla compagine della cinta 
craterica. Questi diversi materiali naturalmente non sono bruscamente e nettamente 
staccati l’uno dall’altro ma, in virtù dell’ eterna legge natura non facit saltum, 
sono vicendevolmente fusi mediante transizioni graduali di struttura e di giaci- 
mento; a ogni modo, per intenderne bene la natura, è necessario esaminare par- 
titamente i principali tipi di rocce che in essi si riscontrano. 


A. 
Agglomerati e Tufi 


Le ceneri e i lapilli, e tutti i materiali frammentarî più minuti eruttati dagli 
Astroni, non sono rimasti perfettamente sciolti allo stato di pozzolane o di sabbie, 
così come quando per la prima volta si accumularono intorno al cratere, ma, ce- 
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mentati «lalle acque, filtranti attraverso di essi, e constretti dalle pressioni secolari 
su essi esercitatisi, hanno costituito generalmente degli agglomerati, che in pre- 
valenza sono piuttosto molli e poco coerenti, ma qualche rara volta hanno acqui- 
stato una compattezza tale, da emular quasi i tufi durissimi e consistenti di altri 
più antichi crateri. 

In generale, su qualunque punto della cerchia di Astroni si ponga il piede, 
si vedono sempre (vedi fig. 1 e 2 della tav. II e fig. 2 della tav. IV) questi agglome- 
rati soffici, grigi, costituiti da ceneri, lapilli, piccole pomici etc., e sempre netta- 
mente stratificati, costituire tutta la compagine della grande cerchia craterica. Al- 
cuni di questi strati, per certi loro caratteri speciali, chimici e geologici, saranno 
qui appresso descritti a parte, perchè hanno particolare interesse nello stabilire la 
diffusione dei materiali eruttati dagli Astroni. Tralasciando ora di fare una de- 
scrizione degli agglomerati più comuni, diamo solamente pochi cenni di alcuni 
di essi che hanno raggiunto un grado notevole di consistenza e compattezza. 
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Questi tufi compatti si trovano generalmente nella parte inferiore e più bas- 
sa degli strati costituenti la parete interna dell'anfiteatro, e forse si continuano 
tutt’all’ingiro di essa, quantunque in tre punti soli noi li abbiamo meglio che 
altrove visti sviluppati: e cioè nella parete interna sud-ovest, propriamente alla 
base dello sperone di Torre Nocera, e nella parete orientale, ai due lati della 
grande massa della Caprara. 

Nello sperone di Torre Nocera essi costituiscono una pittoresca rupe scoscesa, 
che col suo colore chiaro spicca tra il verde cupo degli elci salienti su per la ri- 
pida parete. Quivi essi hanno colore prevalentemente grigio, eguale a quello degli 
altri agglomerati, sono pieni di piccole pomici, di lapilli, di rocce trachitiche, 
scoriacee e compatte, e di frammentini di cristalli di feldispato, di augite, di mica, 
e formano degli strati compatti e sonori sotto i colpi del martello, che li può 
rompere in pezzi ben definiti senza sgretolarli. . 

La massa di questi tufi consta di sostanza grigio-giallognola, assai torbida 
e decomposta in modo che non è riconoscibile la sua originaria natura, ma che 
sembra essere costituita da un impasto di ceneri pomicee: l'aspetto è terroso e fra 
i prodotti secondari è frequente la calcite. In questa massa sono sparsi numero- 
sissimi frammenti di minerali e di lapilli, di pomici, di ossidiane, di scorie, di 
trachiti; e tanto i frammenti di minerali isolati quanto i minuti lapilli rocciosi, 
ma sopratutto i primi, sono in questi tufi abbondantissimi, e ad essi è in parte 
dovuta la loro compattezza. 

Fra i minerali predominano i /e/dispati; segue per abbondanza l’augite e, in 
minor copia, la biotite, la magnetite titanifera e l’apatite. Non notammo nè l'o- 
livina nè la leucite: minerali che pure entrano con una certa frequenza nei blocchi 
impigliati in questi stessi tufi, e che descrivermo in seguito. 

Fra i feldispati l’alcalino predomina su quelli di {4 e Nz, non di molto 
però, essendo anche questi ultimi abbondanti. Sono rari i cristalli completi di /e/- 
dispato alcalino ; per lo più si tratta di frammenti di varie dimensioni, dalle schegge 
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minutissime di frazioni di millimetro ai cristalli tabulari secoudo (919), di 1-2 
mm. di lunghezza secondo a. In base agli indici di rifrazione ci sembra di poter 
affermare, che questo feldispato alcalino stia tra il tipico sanidino potassico e l’a- 
nortose. © noto infatti come nei feldispati alcalini la rifrazione aumenta coll’au- 
mentare della quantità di sodio in essi contenuta. Il valore di y (per la luce gialla) 
da 1.525 pel sanidino potassico arriva a 1.529-1.530 nell’ anortose tipico. Da ri- 
petuti confronti con essenze delle quali di volta in volta veniva determinato l’in- 
dice di rifrazione mediante un refrattometro Abbé-Pulfrich, e tenendo esatto conto 
della temperatura, constatammo che il valore y, del feldispato alcalino di questi 
tufi, è compreso, per la luce gialla, tra 1.526 e 1.527, e nella maggior parte dei 
casì è all'incirca eguale a 1.527. Sembra quindi un samidino sodico come infatti 
le ricerche analitiche confermano. Questa varietà leegermente sodica pare sia il 
feldispato alcalino diffuso nei tufi della Campania, come confermerebbero anche le 
analisi fatte da Ricciardi pel sanidino dei tufi di Sarno e Baronissi (v. Deecke, 
Zur Geologie von Unteritalien, N. J., 1891, II, p. 306), quantunque queste analisi 
si debbano con ogni probabilità riferire a materiale piuttosto impuro. Non ci av- 
venne di osservare lamine di feldispato alcalino nelle quali il valore di y fosse 
superiore a 1.527, e si può quindi escludere la presenza dell’anortose tipico. 

I feldispati di Ca e Na, che, come già avvertimmo, sono in questi tufi no- 
tevolmente frequenti, appartengono a miscele basiche. La maggior parte dei cri- 
stalli consta di miscele comprese tra la /abradorite e la bitomwmite, essendo gli in- 
dici di rifrazione compresi tra 1.551 e 1.576. Fra esse abbondano maggiormente 
le miscele vicine alla bitownite con 
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indicando con y e «' gli indici di rifrazione compresi tra y e 8 e, rispettivamente, 
tra « e 8. In tutti i cristalli è marcatissima la struttura zonata e la periferia è 
costituita da miscele non più acide dell’andesina basica-labradorite (x = 1.554). 
Il nucleo poi dei maggiori cristalli si avvicina all’anortite: 
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e, benchè raramente, pure è dato talora constatare che y è nettamente superiore a 
1.576 e « è di poco inferiore a questo valore: rifrazione questa caratteristica per 
una miscela basica a 85-90 °/, di anortite. Anche i valori dell'estinzione, misu- 
rati sia in geminati doppi secondo le leggi di Carlsbad e dell’albite, che su la- 
mine di sfaldatura (010) e (001), confermano questa diagnosi. Le sezioni secondo 
(010) mostrano generalmente quattro zone distinte, e talora si osserva che la zona 
più acida II, labradoritica 45, A,, è intermedia tra un mantello esterno I, di la- 
bradorite 45,A4x,, c un nucleo più basico IV, di bitownite-anortite, ripetendosi (III) 
la zona periferica intorno al nucleo basico, come risulta dai seguenti valori del- 
l'estinzione: 


zona I aa=22° 55°/,. An 
» Il ».s:17t 50 /, An 
» III »im=" 22° 560:°/, An 
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Lamine di sfaldatura secondo (991) mostrano le seguenti caratteristiche estinzioni : 


6°-7° =labradorite 
12° = labradorite-bitownite 
22°-26° — bitownite 
32°-33° — bifownife-anortite 


ed è appunto in queste ultime lamine con aa=32°-38° che si notano i mag-- 
giori valori degli indici di rifrazione con y > 1.576 > a. Riassumendo: i feldi- 
spati di Ca e Na dei tufi di Torre Nocera appartengono a miscele, che dalla la- 
bradorite acida 40, 4», arrivano all’amortite, con notevol» prevalenza delle miscele- 
labradorite-bitownite. Abbiamo insistito su questa diagnosi perchè, come vedremo 
in seguito, questi sono appunto i feldispati di C4 e Va, che con notevole abbon- 
danza entrano in tutti i materiali di Astroni. 

Il sanidino in parte è limpido, privo o povero di inclusioni vetrose; alcuni 
cristalli invcee ne sono zeppi. Così dicasi pei feldispati di Ca e Na; quantunque: 
in questi le inclusioni vetrose siano più abbondanti e costanti. 

Tra i minerali colorati l’ augite prevale notevolmente sulla biotite. È un au- 
gite di colore verde non molto intenso e si presenta in cristalli prismatici oppure 
in frammenti irregolari sparsi nel tufo. In lamine di sfaldatura (110) misuriamo- 


ec 41°-45° e su (010) cc—=48°-50°. 


Questo pirosseno è la varietà maggiormente diffusa nelle lave di Astroni. 

La biotite forma laminette esagonali, intensamente brune; è una mica di se- 
conda specie, coll'angolo apparente degli assi ottici 2E compreso tra 34° e 40°. Nelle 
varietà più oscure l’angolo è alquanto minore. Con eccezionale scarsità si trovano- 
anche sparse in questo tufo piccole laminette di biotite, più chiara della precedente, 
di un vivace colore giallo bruno rossastro, a fortissimo angolo degli assi ottici, rag- 
giungendo 2E 80° e 85°. Lamine basali di questa mica mostrano un notevole pleo- 
croismo c>b:;b= giallo oro;c= rosso bruno intenso. Questa mica, come vedremo 
in seguito, è frequente nelle lave scoriacee e compatte di Pagliarone e della Ro- 
tondella; in questi tufi, ripetiamo, è rarissima, come abbiamo accertato mediante- 
la separazione dei componenti da un grosso blocco di tufo. Osservando al micro- 
scopio un preparato, costituito soltanto da mica isolata dal tufo, sopra cento o due-- 
cento lamelle di biotite bruna se ne trovano soltanto una o due appartenenti alla. 
varietà a forte angolo degli assi ottici '). 

L’apatite non è molto fregugnia; abbondante è invece la magnetile, che dà forte 
reazione del titanio. 

Fra i minuti lapilli, che entrano nell’intima costituzione di questi tufi, ab- 
bondano sopra gli altri le pomici: costituite quasi intieramente da vetro chiaro,. 


') Questi valori, misurati mediante la lente di Klein applicata all’oculare Czapsky, sono sol- 
tanto approssimativi; tuttavia anche nelle condizioni meno favorevoli, come è appunto il caso per- 
molte lamelle di miche brune, si ottiene un’approssimazione di 2°-3°. 
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bolloso, incolore in sezioni sottili, nel quale sono sparsi rari microliti feldispatici 
ed augitici e rarissimi interclusi. L'indice di rifrazione del vetro pumiceo è net- 
tamente inferiore a 1.524 e all’incirca eguale a 1.521, talora compreso tra questi 
due valori. Piuttosto frequenti sono pure i lapilli di ossidiane a vetro bruno, più 
‘0 meno oscuro e a rifrazione eguale a quella del vetro delle pomici. Si nota una 
certa quantità di vetro di ossidiana a rifrazione leggermente inferiore a 1.521; 
scarso è il vetro a rifrazione eguale o di poco inferiore a 1.514. Come esporremo 
in seguito nella descrizione delle pomici e delle ossidiane, è il vetro delle pomici 
fibrose, sericee, che ha rifrazione eguale a quella del vetro incluso in questi tufi; 
mentre il vetro delle ossidiane e delle pomici scoriacee di Astroni ha rifrazione 
leggermente inferiore, che fa supporre una acidità alquanto maggiore. Si tratta 
però di differenze lievissime e che si riscontrano in differenti Schlieren di una 
medesima massa di pomice o di ossidiana. Questi valori sono invece tutti netta- 
mente superiori agli indici di rifrazione dei vetri acidi liparitici. — Oltre ai la- 
pilli di ossidiane bollose e compatte se ne notano alcuni di vetri a struttura 
perlitica. Meno frequenti sono i frammentinî di jalotrachiti e di trachiti a massa 
ipocristaliina, mentre sono più comuni i lapilli di trachiti basiche augitiche, olo- 
cristalline, a massa costituita essenzialmente da liste di sanidino con disposizione 
fluidale. Questi lapilli sono identici alle rocce, che costituiscono la maggior parte 
dei blocchi impigliati nei tufi incoerenti, che saranno descritti in seguito, e che 
vedremo appartenere a tipi intermedi tra le trachiti e le. andesiti (vulsiniti). Vi 
sono rappresentati i tipi con e senza anfibolo bruno nella massa, e generalmente 
predominano le varietà sodalitiche. Si trovano poi frequenti i lapilli di rocce al- 
quanto più basiche, di tipo trachidoleritico, ricche in sodalite e caratterizzate 
per la frequenza dei feldispati basici accanto al sanidino, a costituire la massa 
fondamentale. Rocce analoghe troveremo sparse, benchè raramente, fra i blocchi 
della grande cerchia del cratere. 

Riassumendo: i fu compatti che costituiscono la base dello Sperone di Torre 
Nocera sono ricchi non soltanto in frammenti di minerali diversi, fra i quali pre- 
dominano il ,felZispato alcalino, le miscele bitownitiche e l’augite, accanto alla dio- 
tite all’apatite ed alla magnetite, ma anche da minutissimi lapilli di pomzce?, di 
ossidiane, di trachiti (valsiniti) e di trachidoleriti. 
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Secondo giacimento di tufi compatti si osserva, come s’ è detto, alla base 
della parete interna orientale, subito a nord della massa della Caprara, a cui tale 
giacimento resta lateralmente attaccato, in mezzo a un viluppo inestricabile di 
rovi. Questi tufi sono alquanto più gialletti dei precedenti dello sperone di Torre 
Nocera e sono prevalentemente costituiti da piccole pomici, assumendo quell’ aspetto 
sferulitico, che si riscontra anche sovente nel tufo giallo di Posillipo e che è pro- 
babilmente dovuto all’aggregarsi delle ceneri intorno alle gocce di pioggia, da cui 
le eruzioni venivano accompagnate. Questi tufi sono assai più poveri in frammenti 
minerali dei precedenti e anche i lapilli di rocce compatte sono in essi assai più 
scarsi, mentre sono abbondantissime le pomici bollose o filamentose a vetro gialliccio 


SS 
chiaro, povere in microliti e in interclusi feldispatici ed augitici. Per la prevalenza. 
delle pomici possiamo distinguere questi agglomerati col nome di iufi pumices. 

1 pochi lapilli trachitici sparsi in essi sono essenzialmente costituiti da tra- 
chiti olocristalline (ru/siniti), a interclusi di sanidino, di labradorite-bitorwnite- 
anortito, angite e più raramente di biotite. La maggior parte di essi appartiene 
a varietà sodalitiche. Fra i frammentini di minerali sparsi nel tufo predominano 
anche qui il sanidino ed i feldispati di C4 e Va appartenenti a miscele di labra- 
dorite-bitownite-anortite, poi l’augite che presenta i medesimi caratteri di quella. 
del tufo precedente; assai scarsa appare la biotite bruna con 2E intorno a 40°, 
mentre non troviamo traccia, neppure mediante accurata separazione, di mica ros- 
sastra a grande angolo 2E. — Non manca nè la magnetite titanifera, nè l’apatite. 


% 


Infine, accosto al lato meridionale della medesima rupe della Caprara, a de- 
stra del sentiero, che sale serpeggiando dall’atrio verso la cresta dell’ anfiteatro, 
si trova il giacimento dei tufi più compatti degli Astroni, formante una parete quasi 
strapiombante sul cratere, la quale mette una simpatica nota di giallo sul verde 
intenso della vegetazione circostante. Qui gli strati rigidi e forti dei tufi, zeppi 
di lapilli neri e di piccole pomici gialle cariolate, tinti di un delicato color giallo 
di paglia, rassomigliano così vivamente agli strati di tufo giallo di Posillipo, 
del Gauro, di Nisida etc, che a prima vista si può credere di aver da fare con un 
deposito estraneo ed anteriore al materiale eruttivo degli Astroni, il quale è quasi 
sempre grigio e incoerente; e solo l'esempio recente del Monte Nuovo, che offre 
dei casi simili, ci avverte, che in un vulcano di materiale frammentario non è im- 
possibile una locale aberrazione dal tipo comune dei suoi depositi. 

Questo tufo, ancor più di quello precedente della base dello sperone di Torre No- 
cera, è zeppo di frammenti feldispatici e augitici e di lapilli pumicei e trachitici, 
che dal diametro di frazioni di millimetro giungono alle dimensioni di una grossa. 
noce. Fra i minerali predominano i feldispati, fra i quali accanto al sanidino, dai 
caratteri identici a quelli del feldispato alcalino dei tufi precedenti, sono assai ab- 
bondanti i feldispati di Ca e Na. Questi appartengono a miscele di labradorite- 
bitownite: e i maggiori cristalli, con marcata struttura zonale, sono costituiti da 
zone di labradorite e di bitownite con nucleo di anortite quasi pura (85-90 9/, Ar). 

L’augite è assai abbondante, di colore verde bottiglia piuttosto chiaro, con 


di = 485-250? su (010). In alcune varietà assai chiare si = 48° su (010). La 
biotit: è sensibilmente più scarsa che nei tufi del primo giacimento descritto. 
Va intieramente riferita alla varietà bruna con 2E =40°-46°: sono rare le la- 
mine con 2E =50°-52°, mentre in altre, assai oscure, l'angolo è alquanto in-. 
feriore a 40°. Manca del tutto la mica rossastra a forte angolo degli assi ottici, 
e non ne trovammo traccia neppure isolando la mica contenuta in un grosso fram- 
mento di tufo. Si rinvengono invece, mediante la separazione dei componenti, al- 
cuni granuli di o/vina: minerale che è però eccezionale e raro in questi tufi e- 
che con ogni probabilità proviene da qualche lapillo trachitico basico. 

Tra i frammentini lapillosi predominano le pomici, mentre le ossidiane sono- 
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meno frequentì, e in esse il vetro è bruno o gialliccio a rifrazione all’incirca eguale 
a 1.521, o poco diversa da questo valore, essendo sempre nettamente inferiore a 1.524 
e superiore a 1.515. Altri lapilli sono costituiti da jalotrachiti e da trachiti ipo- 
cristalline con feldispati basici (vulsiniti ipocristalline); e non di rado appaiono 
aggregazioni di cristalli di augite con labradorite-bitownite, accompagnate da ma- 
gnetite e da apatite, le quali costituiscono lapilii isolati, oppure sono immerse in 
un vetro bruniccio: essendo frammenti di segregazioni basiche delle ossidiane o 
delle vulsiniti dei blocchi impigliati nei tufi. Più frequenti sono i lapilli olocri- 
stallini (vulsiniti) a interclusi di sanidino, di labradorite-bitownite-anortite, di 
augite, talora con biotite e orneblenda bruna, e nei quali la massa è formata 
da liste di sanidino, con augite, talora con anfibolo e con predominio deile varietà 
sodalitiche. Non mancano lapilli di tipo trachidoleritico, fra i quali alcuni carichi 
di sodalite in piccoli cristalli idiomorfi. 

Questi tufi compatti contengeno 51.80 °/, di ,840,: acidità alquanto minvre di 
quella dei lapilli pumicei, delle ossidiane, delle trachiti basiche e delle stesse tra- 
chidoleriti, che contengono, come vedremo in seguito, circa il 54%/, di SO, 

Dopo che avremo descritte le pomici, le scorie, le ossidiane e i blocchi ri- 
gettati, che costituiscono tanta parte della grande cerchia del nostro cratere, ap- 
parirà con maggiore evidenza l'analogia fra la natura mineralogica di tale ma- 
teriale frammentario e questa dei tufi compatti, i quali conservano quindi la ca- 
ratteristica propria dei materiali di Astroni. 


B. 
Pomici 


Il tipo di roccia predominante nel materiale eruttivo di Astroni è dato dalle 
pomici; le quali, a cominciare dai piccoli lapilli pumicei sparsi negli agglome- 
rati e nei tufi, fino alle grandi bombe ovali o fusiformi, fragilissime, di più di 
mezzo metro di lunghezza, sono con tale varietà e abbondanza rappresentate, da 
poter quasi dire che tutta ia grande cinta craterica non è che un gigantesco am- 
masso di pomici, le quali fanno valida testimonianza delle grandiose esplosioni, a 
cui questo cratere deve la sua origine. 

Per tale ragione quindi le pomici di Astroni meritano uno speciale riguardo, 
e poi anche perchè esse hanno un aspetto caratteristico, per cui pure Scacchi 
nelle sue Memorie geologiche sulla Campania ne fece particolare menzione (pag. 55) : 
« Di tal sorta di roccia (grossi pezzi di trachite bigiastra o cenerognola con sin- 
golare tessitura spongiosa, rimarchevole per i lunghi filamenti e per le sferiche 
bolle) non si incontra esempio in altri luoghi e però vuolsi considerare come parti- 
colare produzione degli incendî avvenuti negli Astroni ». In verità a noi pare, che 
non si tratti invece che di pomici, le quali hanno un particolare aspetto, cor- 
rispondente alla composizione chimica e alla struttura fisica del magma da cui 
provennero. 

Nel nostro studio sul Cratere di Vivara noi abbiamo già fatto notare, come col 
variare della silice nel magina varii anche la struttura delle relative pomici, le 
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quali possono dare tutti i termini di passaggio, dalle pomici sericee riolitiche per- 
fettamente fuse, come ci provengono da Lipari, fino alle scorie massicce basaltiche. 
appena rivestite d'una patina vetrosa. H. Abich nelle sue (Geologische Beobach- 
tingen iber die vulcanischen Erscheinungen (Braunschweig 1841, pag. 62 e sog.) 
aveva cominciato a trattare ampiamente questo argomento. Egli aveva osservato, 
che ossidiane e pomici possono essere di natura e composizione diversissime: che 
se le terre e gli alcali determinano un miscuglio vetroso impuro e facilmente fu- 
sibile, si hanno pomici di colore sporco e spumose, mentre se la massa è ricca 
in silice e povera di basi, allora il vetro di forte fusione darà quelle ossidiane 
bianche, sericee, splendenti, finamente fibrose, che ricordano il vetro filato. A qualche 
cosa di simile aveva già accennato il nostro Ferrante Imperato nel suo libro 
Dell historia naturale (Napoli 1599, pag. 589), scrivendo che: «l’esser la pomice 
più o meno spongiosa, segue la diversa operazione e possanza del calore, et il 
rassettamento che la materia nella diversità dell’operazioni piglia ». Se dunque 
già nel cinquecento si poteva attribuire la diversità delle pomici al diverso atto 
fisico, da cui eran prodotte, e al diverso assettamento della loro materia, non dob- 
biamo noi considerare queste rocce degli Astroni come qualche cosa sui generis, 
sull'esempio di Scacchi, bensì trovare il giusto posto, che per struttura fisica 
e composizione chimica ad esse spetta nella lunga serie delle pomici. 

Le pomici di Astroni variano, come s'è detto, dalla piccolezza di poco meno 
di un pisello fino alla grossezza di;bombe ovali o fusiformi di più di mezzo metro 
di lunghezza. Alla superficie hanno una patina più chiara e compatta, sovente 
anche imbiancata dalle ceneri, in cui sono immerse, o arrossata leggermente per 
ossidazione ferrica o per influenza di gas di fumarole. Tale patina esterna è talora 
formata da fibre vetrose soffici, bianche e a lucentezza sericea. Friabilissime e sgre- 
tolabilissime rivelano nell’interno una massa generalmente più scura, cenerognola 
fino a diventar bruna, quasi nera, largamente spongiosa per grosse bolle sferiche 
ed ovoidali, che si anastomizzano fra di loro mediante lunghi filamenti vetrosi. 
Le segregazoni cristalline in queste pomici sono piuttosto scarse, certamente più 
scarse che nelle scorie e nelle ossidiane, che descriveremo qui appresso, ma tut- 
tavia più abbondanti di quelle, che generalmente si trovano nelle tipiche pomici 
acide liparitiche. — Tali cristalli, sparsi porfiricamente nel vetro bolloso, sono in 
gran parte da riferirsi ai feldispati e all’augite e in piccola parte alla biotite, alla 
magnetite ed all’ apatite. 

Il feldispato alcalino e quelli di Ca e Na hanno all’incirca eguale diftu- 
sione, e questi ultimi specialmente sono zeppi di inclusioni vetrose. Il s@n4420 
è di tipo leggermente sodico, senza però presentare i caratteri dell’anortose ed è 
quindi della medesima natura del sanidino che descrivemmo quale componente 
dei tufi. I feldispati di Ca e Na appartengono a miscele comprese tra la labra- 
dorite e la bitownite basica; sopra (010) l'estinzione raggiunge 34° (75 °/, 4n). 
Predomina il tipo bitownite. L’augite, verde bottiglia, forma prismi generalmente 
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piccoli con cc =48°-50° su (010). Piuttosto scarsa la diotte bruna, come pure 

non abbondano i granuli di magnetite titanifera e i piccoli cristalli di apatete. 
Il vetro, assai bolloso, è trasparente e incolore in lamine sottili; contiene 

scarsi microliti, costituiti da sottili listerelle di sanidino e da prismetti di augite 


ESPACE 
Il suo indice di rifrazione è all’incirca eguale a 1.515, talora anche leggermente 
superiore ma sempre nettamente inferiore a 1.521. —A volte si osservano porzioni di 
vetro, quasi Schlieren nella massa pumicea, a rifrazione alquanto superiore, che la- 
scia supporre un leggiero aumento di basicità (n=1.521-1.524); ed è quasi sempre 
la patina esteriore sericea, che presenta questa leggiera divergenza dal tipo comune. 
Conviene qui notare, che l’indice di rifrazione del vetro delle pomici sericee lipa- 
ritiche del Monte Pelato nell’isola di Lipari (con '73.7%/, di ,870,) è leggermente 
inferiore a 1.506. — Il vetro pumiceo di Astroni (58.35 °/, 90,) sembra della me- 
desima natura di quello delle pomici di Vivara (n =1.510-1.517), le quali tuttavia 
differiscono dalle pomici di Astroni e per la prevalenza dell’ anortose, che è accom- 
pagnato da miscele acide oligoclasiche-andesiniche, e per l’assenza dei termini 
basici di Ca e Va. 

Le pomici di Astroni mostrano il carattere chimico fondamentale dei prodotti 
magmatici di questo cratere: come risulta dall'analisi qui esposta e che confronte- 
remo in seguito con quelle degli altri prodotti lavici. 
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O: 
Ossidiane 


In confronto della ricchezza enorme di pomici si può dire che sia scarsissima 
negli Astroni la quantità delle ossidiane. Anche questa forma di vetro vulcanico 
presenta la caratteristica dei materiali del nostro cratere: esse sono di tipo tra- 
chitico basico (vulsinitico), che si distingue nettamente da quello delle forme ve- 
trose delle lipariti e delle trachiti acide. 

Nella sezione dell'ingresso, o in qualunque altro punto dell’anfiteatro crate- 
terico siano aperte delle sezioni negli strati, qua e là in mezzo ai tufi, alle po- 
mici e alle ceneri si vedono rilucere, con splendore grasso e con colore nero o bruno 
fin quasi a giallo di miele,-i frammenti di ossidiane, che dalla minutezza dei 
lapilli arrivano anche a volte a formare delle piccole bombe di trenta o quaranta 
centimetri di diametro. Queste bombe presentano anche qualche volta un accenno 
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a quella forma o segmentazione tetraedrica, che è classicamente sviluppata nelle 
colossali e magnifiche bombe di Vulcano e che, più vicino agli Astroni, è anche 
benissimo, quantunque in minori proporzioni, rappresentata nelle bombe dei Cra- 
teri di Campana. 

Anche queste ossidiane degli Astroni, al pari delle pomici, hanno una patina 
esteriore bianchiccia o rosea, al disotto della quale immediatamente si rivela la 
pasta vitrea compatta, tutta consparsa di segregazioni piuttosto grandi di feldi- 
spati, e di altre meno frequenti e più piccole di augite. Qua e là si osserva qualche 
lamella di biotite. 

I feldispati, come nelle pomici, vanno riferiti al sanidino e ai termini basici 
labradorite-bitownite-anortit». Il feldispato alcalino è del solito tipo con y eguale 
o leggermente inferiore a 1. 527. Manca il tipico anortose. I feldispati di Ce e 
Na, in proporzioni di poco inferiori a quelle del sanidino, hanno rifrazione gene- 
ralmente compresa tra 1.555 e 1.576. Nella maggior parte di essi y è uguale o 
leggermente inferiore a 1.576 (miscele con 60-70°/, An) e non di raro anche 
alquanto superiore a detto valore (70-85 °/, 4). E solo una stretta zona perife- 
rica che mostra a = 1.555 (labradorite A5,4%,): Molte volte anche la periferia è 
maggiormente basica. In una buona sezione secondo (010) misuriamo, riferen- 
doci allo spigolo (010)(001): 


periferia 29 a 66°, An 
stretta zona media 31 be 70%, An 
nucleo 34 = MII A 


Ecco alcune estinzioni caratteristiche, dedotte da geminati doppi secondo le leggi 
di Carlsbad e dell'albite: 


periferia | 84 28 labradorite basica 
nucleo | 36 32 bitownite 
periferia | 31 > 283 labradorite 

nucleo | 37 - 34 > bitownite-anortite. 
periferia | 38 17 Ab,An, 

nucleo | 47 Pa) z bitownite 


I feldispati, sopratutto i basici, sono zeppi di inclusioni vetrose. 
L'augite, sparsa porfiricamente nel vetro delle ossidiane, ha gli stessi caratteri . 


dell’augite delle pomici, con n = 49-50 su (010). — La biotzte è piuttosto scarsa, 
le lamelle sono bruno-intenso e 2 poco si scosta da 40°. L’apatite e, sopratutto, 
la magnetite leggermente titanifera sono abbondanti. 

Nel vetro sono sparsi finissimi microliti di augite e di feldispato alcalino in 
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quantità assai variabile; dai vetri neri, compatti, poco bollosi, quasi privi di se- 
gregazioni microlitiche, sì passa a vetri assai ricchi in microliti. tra i quali tal- 
volta predominano gli augitici, tal’ altra i feldispatici. L’abbondanza di microliti 
nel vetro non è affatto in relazione colla frequenza degli interclusi. Vi sono os- 
sidiane ricche in grosse segregazioni feldispatiche, a vetro compatto, uniforme, a 
rari microliti; altre poverissime in interclusi e a vetro piuttosto bolloso, che talora 
passa al tipo scoriaceo, sono ricche in microliti. I microliti feldispatici sono di 
tipo sanidinico; quelli se constano di augite verde alquanto più intensa di 


colore degli interclusi, in cui cc raggiunge 54°. L'indice di rifrazione del vetro è 
eguale o insensibilmente superiore a 1.514-1.515; soltanto in alcune ossidiane a 
vetro molto oscuro e compatto detto valore è eguale a 1.520-1.521 (il vetro delle 
ossidiane di Vivara ha n=1.5105). La rifrazione è in relazione col grado di aci- 
-dità di questi vetri: una varietà compatta, povera d’interclusi, di ossidiana d’Astroni 
contiene: 
57,98 9/, SO, 
0,25%, ZIO, 


Il vetro delle ossidiane liparitiche del Monte Pelato a Lipari, con 74-74.5%/, di 
8t0,, ha indice di rifrazione nettamente inferiore a 1.506 e alquanto superiore 
a 1483. 

Poco varî fra loro sono i tipi delle ossidiane di Astroni, essendo costante la 
loro ‘composizione mineralogica e chimica. Si nota solo una variazione nella fre- 
quenza delle segregazioni cristalline sparse nel vetro e nel grado di compattezza 
«di questo: dai vetri neri picei, quasi privi di bolle, sovente a struttura eutaxitica, 
si passa ai vetri bollosi, che si avvicinano ai tipi scoriacei e pumicei. 


D. 


Scorie 


Alquanto più numerose e vistose delle ossidiane si riscontrano negli Astroni 
le scorie, le quali, pur essendo anch'esse abbastanza rare rispetto ad altri vicini 
crateri dei Campi Flegrei, si ritrovano a ogni modo sparse qua e là con una certa 
maggiore frequenza, costituiscono anche in alcuni punti dei piccoli banchi e rag- 
giungono anche, e passano in qualche caso, il volume di un metro cubico. 

Queste scorie di Astroni, ad eccezione di alcune scorie congiunte a lapilli 
manganesiferi, di color violaceo o rossiccio, che saranno qui appresso separata - 
mente descritte, sono generalmente di color nero, compatte a volte e tenacissime 
sotto i colpi del martello, altre volte leggiere e d'una consistenza quasi tufacea, 
‘e im tal caso di color cenerognolo: come ad esempio se ne trovano lungo la Ngrogna 
(grugno), al disotto di Torre Lupara, nella parete interna settentrionale. Hanno 
di solito un nucleo più compatto, che passa gradatamente a una corteccia più sco- 
riacea; non presentano strutture fiuidali o pipernoidi e nulla offrono, all’ aspetto 
«esterno, di notevole o speciale rispetto alle comuni scorie vulcaniche. 

La loro natura chimica e mineralogica è tuttavia in relazione con quella degli 
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altri materiali lavici di Astroni. Sono jalotrachiti basiche (vulsiniti) ricche in in-- 
terclusi feldispatici, fra i quali abbondano tanto i grossi cristalli di feldispato al- 
calino, tabulari secondo (010) o allungati secondo lo spigolo (010 (001), quanto i 
più piccoli cristalli dei feldispati basici compresi tra la labradorite e la anortite, 
colla prevalenza di miscele bitownitiche. Su (010) le estinzioni più comuni sono 
comprese tra 33° e 36° (73-83°/, di Az). La periferia consta di miscele labrado- 
ritiche mentre il nucleo si avvicina grandemente all’anortite. Il feldispato alca- 
lino è leggermente sodico e tale che ci sembra di poter escludere l’anortose tipico. 
Gl’interclusi di componenti colorati non sono frequenti, e tra essi predominano l’aw- 


N 
gite e la biotite. La prima è verdognola con ec =48°-50° su (010); manca l’egirina- 
augite e l’egivina, e soltanto il bordo di qualche piccolo intercluso augitico offre 
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colorazione alquanto più intensa del nucleo, con lieve aumento di cc. Nelle jalo- 


trachiti scoriacee della Ngrogna sezioni (010) di augite offrono cc ==50°-52° alla pe- 
riferia. La beotzte, poco frequente, appartiene alla solita varietà bruno-intensa con 
2E=48°-52°: non riscontrammo la biotite rossastra a forte angolo degli assi 
ottici caratteristica delle lave del cratere centrale. Fra gli elementi accessori no- 
tiamo la magnetite titanifera, l’apatite ed in alcune scorie anche poca /eucite. Più. 
frequente, invece, fra i componenti la massa fondamentale trovasi la sode/lite, la 
quale in talune scorie della Ngrogna e dell’ Ingresso è notevolmente abbondante 
e appare anche in nette sezioni idiomorfe; generalmente tutte queste scorie pre- 
sentano sensibile reazione del C/7, e per talune tale reazione è assai energica. 

La massa fondamentale è essenzialmente vetrosa, e nel vetro bruniccio varia 
da scoria a scoria la quantità delle segregazioni microlitiche. In talune, nelle più 
compatte, i microliti sono maggiormente frequenti e si hanno tipi strutturali ja- 
lopilitici. Ai microliti di feldispato alcalino prevalenti si aggiungono pochi mi- 
croliti augitici, di colore verdognolo, sovente più intenso dell’augite che forma gl’ in- 
terclusi, e con cc = 51°-57°. Nella massa poi è costante la sod2/te, non sempre però 
bene individualizzabile al microscopio. — Strutturalmente e, fino a un certo punto, 
anche mineralogicamente, molte di queste scorie sono analoghe alle trachiti brune 
scoriacee di Pagliarone, delle quali diremo in seguito. Ne differisono tuttavia per 
l'assenza della mica rossastra a forte angolo degli assi ottici, per la mancanza. 
di pirosseni gialli di tipo akmite nella massa, e per la maggiore abbondanza della 
sodalite. 


Scorie e lapilli violacei 


Diverse in qualche modo nell’aspetto dalle scorie su descritte sono altre scorie 
di color rossiccio 0 purpureo, molto bollose e di consistenza alquanto vitrea, di cui. 
_un bel banco, di poco più d’un metro di spessore, si osserva nella parete destra 
della sezione dell'ingresso, dove col loro colore arrossato ed arso spiccano netta- 
mente tra il bianco delle ceneri e delle pomici. Ivi, nel lato prospiciente l'interno 
del cratere, alcune fratture, con scorrimenti a gradinate, hanno messo a nudo una. 
bella sezione, in cui è agevole osservare bene tale banco di scorie. 
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Esse a costituire il banco su accennato non sono sole, ma si trovano inti- 
‘mamente associate a pomici arrossate, frammenti di ossidiane e lapilli di una bella 
tinta violacea, che sono molto interessanti, perchè, dato il loro colore caratteristico 
e facilmente discernibile, si possono rintracciare in varî luoghi dei Campi Flegrei 
e danno così testimonianza dell’estensione occupata dai materiali eruttivi di Astroni. 
E infatti questi lapilli violacei si riscontrano anzitutto nella profonda e pittoresca 
cupa (ved. fig. 2 delia tav. IV), che corre a oriente degli Astroni, tra le pendici 
esterne di questo craàtere e la cinta di Agnano: quivi i lapilli, portati a valle 
delle acque correnti e impastati quindi con altro materiale più chiaro, hanno una 
tinta più attenuata, ma in compenso costituiscono uno strato di 60-70 cm. di spes- 
sore, neitamente staccato dai tufi grigi e bianchi nei quali è incastonato (vedi 
fig. anzidetta). Gli stessi lapilli, più minuti, ridotti allo stato quasi di cenere e 
portati quindi lontano dai venti, hanno formato dei sottili straterelli, che si ri- 
scontrano in mezzo ai depositi vulcanici e sub-vulcanici della piana di l'uorigrotta, 
del lago di Agnano, dell’antico lago di Pianura, di quello di Soccavo, e perfino 
sulla sommità della collina dei Camaldoli, lungo le cupe che salgono da setten- 
trione verso il convento, a più di 400 metri di altezza e a quattro chilometri di 
distanza dal loro luogo di origine. 

La composizione e la struttura di queste scorie e lapilli rivelano una intima 
parentela con le rocce laviche della parte centrale del cratere, che noi esamine- 
remo qui appresso: ed una conferma di questo fatto ci è fornita anche dal ritro- 
varsi inclusi in queste scorie dei frammenti di blocchi a humboldtilite, facellite 
e apatite, che noi troveremo largamente e abbondantemente inglobati nella lava 
scoriacea della bassa collina di Pagliarone. 

Descriveremo qui brevemente le scorie pumicee rossastre, che costituiscono il 
banco che si osserva nella sezione presso l'ingresso, per parlare poi degli strati 
di lapilli violacei. 


a. Scorie pumicce dell'ingresso 


Queste scorie rappresentano un tipo di consolidazione vetrosa, che sta tra le 
tipiche pomici di Astroni e le ossidiane nere compatte già descritte. La massa ve- 
‘trosa, nerastra o bruna, talora tendente al violaceo, spesso rossastra alla super- 
ficie, è assai bollosa, a fragili filamenti vetrosi raggruppati a fasci e anastomiz- 
zantisi fra loro, senza però formare quelle fibre delicate e sottili delle pomici e 
senza neppure raggiungere la relativa compattezza delle ossidiane bollose e al- 
quanto scoriacee. Alla superficie di queste grosse scorie neppure si osserva la patina 
bianca o cenerognola, sovente costituita da soffici fibre vetrose, come avviene di 
riscontrare nelle pomici; essa conserva il carattere scoriaceo, oppure il vetro si fa 
più compatto e unito. — Queste scorie sono poi straordinariamente ricche in inter- 
-clusi, sopratutto feldispatici. M.lti fra i cristalli idiomorfi di sanidino misurano 
1 cm. di lunghezza secondo l’asse [z] e sono tabulari secondo (010); alcuni misu- 


rano anche em. 1.5-2, ma le dimensioni più comuni si aggirano intorno al - cm., 


-e fra i cristalli di queste dimensioni vanno annoverati anche i feldispati di C4 e 
Na.— Glinterclusi di augite e di biotite sono scarsi e poco appariscenti, con- 
fondendosi colla massa vetrosa nerastra. 


age 
Il fellispato alcalino ha i caratteri più voite ricordati, e così dicasi pei fel- 
dispati di Ca e Na che sono compresi tra la lebradorite e l’anortite, con prepon-- 
deranza delle miscele bitowmnitiche. La maggior parte dell’ augite ha pure i mede- 


simi caratteri dell’augite delle pomici e delle ossidiane con cc = 48°-49° su (010). 
Vi sono tuttavia varietà alquanto più chiare con estinzione di poco inferiore ai 
valori citati, come pure si osservano piccoli cristalli prismatici allungati secondo 


[z]; di colore verde giallognolo con cc = 53°-54°; e medesimo carattere ottico pre- 
sentano i rari microliti augitici sparsi nella massa vetrosa. 

Caratteristica è la Viofite di queste scorie. Oltre all’ essere alquanto più ab- 
bondante che nelle pomici e nelle ossidiane, è prevalentemente della varietà rosso 
bruna giallognola, a vivace colore rosso-giallo@nolo chiaro in sezioni sottili e 
coll’angolo apparente degli assi ottici compreso tra 76° e 86°. Il piano degli assi 
ottici è parallelo al piano di simmetria: è quindi una mica di seconda specie con 
p<v; c==rosso bruno intenso, b = giallo oro. Una biotite analoga a questa tro- 
veremo diffusa nelle lave scoriacee e compatte dei rilievi centrali di Pagliarone e 
della Rotondella: e ciò costituisce una conferma della parentela di questi banchi sco- 
riacei con quelle rocce laviche. In minor copia si trova anche una biotite di color 
bruno più intenso con 2E=70°, e in piccola quantità anche lamine con angolo 
minore che si aggira intorno a 50°-55°. 

L’olivina è rarissima, sfugge generalmente all'esame delle sezioni sottili e 
soltanto se ne riscontrano pochi granuli fra quelli dei minerali pesanti, che si 
depongono dalla soluzione concentrata di Thoulet. La magnetite titanifera ab- 
bonda, mentre è piuttosto scarsa l’ apatite. La Zeucite è anch’ essa caratteristica 
per queste scorie, ma parimenti si trova in quantità assai piccola, rimanendo 
raramente compresa nel taglio delle sezioni sottili. Nella porzione che si separa 
dai liquidi pesanti subito dopo il sanidino, fra i frammentini vetrosi si ritrovano 
granuli di leucite colla tipica geminazione polisintetica (n.= 1.508). Il vetro, che 
essenzialmente costituisce queste scorie, è della medesima natura del vetro delle po- 
mici e delle ossidiane di Astroni. Piuttosto bolloso, è di colore giallo paglia chiaro 
in lamine sottili, e il suo indice di rifrazione è eguale o leggermente superiore 
a 1.515, ma sempre nettamente inferiore a 1.521. 


B. Lapilli violacei 


I lapilli, che sottoponemmo all'analisi mineralogica, provengono da un sottile 
banco, compreso tra itufi incoerenti della sezione dell’ ingresso, che nettamente si 
distingus pel colore violaceo dai tufi grigi e cenerognoli che lo comprendono, e dal 
banco, più potente, della cupa, che corre tra le pendici esterne orientali di Astroni 
e la cinta di Agnano e che è raffigurato nella fig. 2 della tav. IV. 

In questi lapilli conviene distinguere una parte finissima da una parte lapil- 
losa propriamente detta. La prima è costituita da frammenti o da intieri piccoli. 
cristalli isolati, frammisti a schegge vetrose di ossidiane, di scorie e di pomici, 
ed a frammentini costituiti da porzioni di massa fondamentale di trachite. I la- 
pilli invece sono costituiti da frammenti di varia grossezza, ma che generalmente 
non sorpassano le dimensioni di un pisello, di rocce trachitiche, scoriacee e pumicee 
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diverse, i quali trovano i loro equivalenti fra i materiali di Astroni, sopratutto tra 
quelli dei rilievi centrali. 

Fra i frammentini di minerali della parte fina predominano i fe/dispati, tanto 
l’alcalino quanto quella di Ca e Na. Il primo è senidino sodico con y= 1.527 
(Na); in alcuni cristalli y è lievemente inferiore a 1.527, in altri ne è invece di 
poco superiore, pur rimanendo però sempre minore del corrispondente indice di ri- 
frazione dell’anortose delle trachiti anortoclasiche di Vivara, nelle quali y = 1.529. 
Contiene sovente inclusioni vetrose.—I /eldispati di Ca e Na appartengono a mi- 
scele basiche con esclusione dei termini acidi oligoclosio-andesina. Prevale la di- 
torwnite, avvicinandosi in taluni casi da un lato all’ anortite, dall’ altro alla 2ebra- 
dorite Ab, An,. Queste miscele più acide sono in questi lapilii meno frequenti delle 
più basiche. Gli indici di rifrazione sono infatti compresi generalmente tra i li- 
miti seguenti : 

Lony=s => 1.556 
e talora: 
SAI 
e con minor frequenza: 
Y< 1.566 & —=.-006. 


Anche le misure dell’estinzione in sezioni orientate conducono ai medesimi risul- 
‘tati. Le inclusioni vetrose sono del pari abbondanti anche in questi feldispati 
basici. 

Dopo i feldispati il minerale più frequente è il pirosseno monoclino, del quale 
sì possono distinguere diverse varietà. Alcuni cristalli sono di tipo diopside, verde 
pallido anche in granuli grossetti, quasi incolore in frammentini ed in lamine 


sottili. Su (010) si ha cc = 40°. Questo pirosseno passa gradatamente, anche in un 
medesimo cristallo, ad 4ug:te, di color verde più intenso, che è il tipo predominante 
: A 


in questi lapilli come in tutti i materiali di Astroni, con cc =48°-49° su (010). 


Non mancano termini intermedi con cc=44°-45° pure su (010). In questi cri- 

stalli le facce del prisma {110} hanno generalmente maggior sviluppo delle facce 

dei pinacoidi |100{ e {010}. Nel banco di lapilli violacei dell’ ingresso oltre a 

questi pirosseni ve ne sono altri in prismi assai allungati e sottili, nei quali i 

pinacoidi } 100} e } 010} sono maggiormente sviluppati del prisma { 110|. Questi 

cristalli presentano un color verde più intenso, sopratutto alla periferia, e su (010) 
A 


si ha cc—=56°-57°. Rarissimi sono poi alcuni minutissimi prismi di color verde 
erba intenso, a forte birifrazione, nei quali l’estinzione nella zona prismatica rag- 


giunge ec = 70°-72°. Coll’ aumentare dell'angolo cc aumenta anche il valore della 
rifrazione e la forza dalla doppia rifrazione, e inoltre il colore dal verde pallido 
diviene più intenso fino al verde erba cupo, e così dalle varietà di diopside si passa 
per la comune augite ai termini dell’egirina-augite vicini all’egirina tipica. 

La biotife è frequente, ma assai meno dei pirosseni. Predomina la varietà bruna 
con 2E =58°-62°, ma non manca la biotite giallo rossastra a forte angolo degli 
assi ottici (2E = 80°-86°), eguale a quella che già trovammo nelle scorie nere pre- 
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cedenti e che con maggiore frequenza ritroveremo nelle lave di Pagliarone e della- 
Rotondella. La /ewcite è pure presente tra i frammentini minerali della parte fina 
dei lapilli violacei, ed è più frequente nel banco dell’ ingresso che in quello della 
cupa esterna. Si presenta in irregolari frammenti che mostrano la tipica gemina- 
zione. L'indice di rifrazione è eguale a 1.507. Più abbondante della leucite sono 
tuttavia la magnetite titanifera e Ll' apatite in tozzi prismetti. La sodalite, che 
abbonda fra i componenti dei piccoli lapilli trachitici, è invece scarsissima come 
elemento isolato nella parte fina di questi banchi violacei. Con maggiore frequenza 
si trova in quella della cupa esterna. Straordinariamente rara è invece l’o/:02n4; 
l’orneblenda bruna manca nel banco dell'ingresso ed è rarissima in quello della 
cupa esterna. 

I minerali ora descritti non rappresentano tuttavia la parte maggiore della 
porzione fina di questi lapilli violacei, ma questa è data essenzialmente da schegge 
vetrose di pomici, di ossidiane e di scorie, miste a frammentini di jalotrachiti e di 
trachiti ipocristalline. A questo materiale va anche essenzialmente riferita la parte 
grossetta lapillosa di questi banchi. Fra ì componenti minerali di questi lapilli 
si notano in primo luogo i /e/dispati, l’alcalino (1=1.527, talora 8=1.527<xy) 
e la bitownite (con piccole quantità di labradorite e di bitownite-anortite); infatti 
la maggior parte delle lamine di sfaldatura (001) di queste miscele basiche hanno 
estinzione compresa tra 22°-32°. Fra i minerali colorati predomina nei lapilli 
grossetti l’ «ugite verdognola con cc =48°49° su (010) che passa a varietà più 
chiare con cc=34°-35° su lamine di sfaldatura (110). In alcuni minutissimi la- 
pilli costituiti da porzioni di massa fondamentale di trachiti ipocristalline, talora 
di aspetto scoriaceo, si notano minutissimi prismetti di pirosseno giallo di tipo 
akmite, che troveremo rappresentata in alcune lave di Pagliarone. La biotite dei 
lapilli è del tipo bruno con 2E=48°-60°, con maggiore frequenza per 2E =55° 
circa. La magnetite e l’apatite sono piuttosto abbondanti, mentre la /ewcife è assai 
più scarsa che nella parte fina; è invece frequente la soda/ite. L’ olivina e l’or- 
neblenda bruna, che vedremo frequenti nei blocchi, mancano completamente nei 
lapilli di questi banchi violacei, come del pari mancano nelle lave delle colline 
centrali. 

Il vetro, che forma certamente la parte maggiore della porzione fina e che co- 
stituisce buona parte anche dei lapilli grossetti, ha i medesimi caratteri del vetro 
delle ossidiane e delle pomici già descritte: si ritrovano quindi tutte le varietà 
dai vetri bruni picei, giallo brunicci in sezioni sottili, compatti, poveri di bolle, 
ai vetri più chiari, assai bollosi, e ai filamenti vetrosi delle pomici. L'indice di 
rifrazione di questi vetri è poco superiore a 1.515 e nettamente inferiore a 1.521; 
in minor copia si trova un vetro alquanto più oscuro a bolle fusiformi, disposte 
in fasci paralleli, e a rifrazione compresa tra 1.521 e 1.524, come osservammo anche 
nelle ossidiane. — Tra i lapilli di tipo trachitico ne notiamo alcuni con frequenti 
e piccoli cristalli di leucite, e molti son quelli ricchi in sodalite di tipo trachi- 
doleritico. Nella maggior parte dei casi però il fitto pigmento ferruginoso impe- 
disce una chiara determinazione di questi lapilli. 
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Un'analisi parziale dei lapilli violacei dell'ingresso ha dato i seguenti ri- 
sultati: 
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ed anche da queste poche determinazioni si ha la conferma dell'identità tra la 
composizione di questi lapilli e quella degli altri materiali d’ Astroni; è pel con- 
tenuto in ,S0, e specialmente in Mn0 si ha la nare analogia colle lave sco- 
riacee dei Pagliaroni. 

E. 


Blocchi rigettati 


Fin qui, descrivendo i vari tipi di agglomerati e di materiali frammentarî 
costituenti la grande cinta esterna, cioè ceneri, lapilli, tufi, pomici, ossidiane e 
scorie, abbiamo esaminati gli elementi in cui si estrinsecò il magma eruttivo crea- 
tore del cratere di Astroni. Ma questo magma, 0, meglio, il vapor d'acqua ani- 
matore di questo magma, nel fare esplosione ruppe e trascinò con sè buona parte 
dei terreni, traverso cui si aprì il passaggio, e di cui naturalmente i frammenti 
rigettati ricaddero e si confusero con i materiali autogeni, concorrendo con questi 
alla formazione del cono eruttivo. 

Le forme più sminuzzate assunte da questi materiali allogeni rigettati, quali 
le ceneri e i lapilli, naturalmente si confusero con i consimili materiali autogeni, 
in modo che non è più possibile sceverarli da essi: quindi il nostro studio dei 
materiali estranei si restringe a quelli dei frammenti maggiori, o blocchi pro- 
priamente detti, che si trovano un po’ dapertutto OE nel materiale erut- 
tivo della cinta esterna e si ripetono poi in parte, come più appresso vedremo, nelle 
colline interne o centrali. 

Le dimensioni di questi blocchi rigettati variano dalla grossezza di un pi- 
sello o d'una nocciuola, come, p.es., i frammenti di roccia a humboldtilite inca- 
stonati nelle scorie manganesifere dell'ingresso dianzi descritte, fino alle grandi 
masse di parecchi metri cubici di volume, come l’enorme blocco di trachite, in- 
cluso nei più bassi tufi della parete nord-est, a mezza strada tra la Vaccaria e 
la rupe della Caprara, lungo la sponda sinistra del Canalone. 

La natura dei blocchi rigettati raramente, come ad es. nei blocchi a hum- 
boldtil.te, rivela un’origine profonda, discendente fino al livello dei calcari me- 
sozoici che costituiscono il fondo della conca campana; in generale provengono 
dai terreni eruttivi sottostanti immediatamente al vulcano; e buona parte di essi 
anzi con molta probabilità deriva da una superficiale grande cupola di trachite 
andesitica, di cui i maggiori avanzi 7 sit sarebbero rappresentati dalla rupe della 
Caprara, e la cui natura mineralogica e chimica è in tutto simile, come vedremo 
qui appresso, a quella dei materiali di consolidazione magmatica propria del nostro 
cratere. 


ni 
Blocchi metamorfici 


l’ra i blocchi rigettati che mostrano provenienza più profonda, che cioè rap- 
presentano con ogni probabilità calcari della base sedimentaria metamorfosati dal 
magma, vanno ricordati alcuni piccoli noduli a humboldtilite, facellite e apatite, 
che trovammo inclusi nelie scorie violacee della sezione dell’ ingresso, e di cui la 
composizione mineralogica corrisponde a quella dei blocchi analoghi a humboldti- 
lite, che in copia maggiore troveremo inglobati nelle lave scoriacee di Paglia- 
rone. Questi blocchi furono descritti da Lacroix nel suo ben noto libro Zes en- 
claves des roches volcaniques; e noi riporteremo in seguito la sua esatta de- 
scrizione. Lo stesso Lacroix nei tufi incoerenti dell'ingresso trovò e descrisse un 
piccolo nodulo di 4 cm. di diametro, di composizione analoga a quella dei blocchi 
a forsterite del Monte Somma, formato cioè esclusivamente da grandi cristalli 
verdi di forsterite e da spinello violaceo e verdastro in sezioni sottili. La roccia 
porosa è impregnata da calcite secondaria. Un altro nodulo è formato da pirosseno 
intensamente verde, da anortite e da wollastonite in cristalli netti, accompagnata 
da molti prismetti di apatite. Tutti questi minerali giacciono nella calcite che 
sembra di origine secondaria. Questi noduli sono però assai rari. 
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Blocchi di tipo vulsinitico e trachidoleritico 


I blocchi rigettati di tipo trachitico basico, impigliati nella grande cerchia 
di Astroni, hanno una grande uniformità di tipo e presentano una composizione 
mineralogica e chimica, la quale è in relazione con quella dei prodotti lavici e 
incoerenti autogeni, che già abbiamo esaminati e che esamineremo qui appresso. 

La maggior parte dei blocchi ha tinta chiara, cenerognola, grigiastra o leg- 
germente gialliccia ; talora, come in alcuni blocchi compresi nei tufi dello Spe- 
rone di Torre Nocera, con larghe Schlieren rossastre, come di mattone poco cotto. 
La loro struttura è nettamente porfirica; in taluni la massa è minutissima, afa- 
mitica, in altri invece si risolve nettamente già a debolissimo ingrandimento. Tal- 
volta gl’interclusi appariscenti sono soltanto i feldispati, tanto quelli di sanidino 
quanto i plagioclasi; altre volte sono ben visibili anche gl’ interclusi augitici e 
amfibolici, che pel loro colore nerastro spiccano come tanti punterelli neri sul fondo 
chiaro della roccia. Frequente è poi una netta struttura miarolitica, e nelle pic- 
cole cellette e nelle geodine i feldispati, l’augite, l’orneblenda, la sodalite presen- 
tano forme cristalline a terminazione netta e completa. Molte volte queste geodine 
sono tappezzate da piccoli cristalli di sodalite, raramente da analcime. Le segrega- 
zioni basiche, non molto frequenti invero, appaiono in questi blocchi come noduli 
grossetti, talora anche quanto un pugno, di colore notevolmente più oscuro di quello 
della roccia madre. I differenti aspetti esteriori di compattezza, di colore ete., che 
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«questi blocchi chiari presentano, non implicano variazioni sensibili nella loro 
composizione nè nell’intima loro struttura. Essi, ripetiamo, sono i più diffusi e ne 
daremo una breve descrizione complessiva. 

Meno frequenti, ma nettamente distinguibili dai primi sono i blocchi oscuri 
bruni, a massa generalmente afanitica compatta, nella quale sono sparse segrega- 
zioni feldispatiche (di sanidino e bitownite). minuti prismetti di augite verdognola 
e rare laminette micacee. Îì frequente in questi blocchi una struttura eutaxitica, 
analoga a quelle delle trachiti pipernoidi di Vivara. Litologicamente sono ana- 
loghi ai blocchi precedenti. 

Finalmente un terzo gruppo di blocchi differisce dai precedenti per la straor- 
dinaria compattezza della loro massa, da ricordare all'aspetto alcune fine e com- 
patte hornfelse o corneane. Questi blocchi di colore grigio bruno, qualche volta ten- 
dente al bruno-verdognolo, talora rossiccio alla superficie, non mostrano interclusi 
visibili ad occhio nudo. ed è invece frequente in essi una palese e fine struttura 
eutaxitica. Fra i blocchi rigettati questi sono i più vari e non raggiungono mai 
grandi dimensioni. La loro composizione mineralogica non è notevolmente diversa 
da quella degli altri blocchi a struttura portirica; sono tuttavia alquanto più ba- 
sici e di tipo trachidoleritico. Descriveremo ora brevemente questi tre diversi tipi 
di blocchi rigettati. 


a. Blocchi chiari a struttura porfirica 


Come in tutti i prodotti di Astroni così anche in questi blocchi accanto al 
feldispato alcalino si trovano abbondantemente rappresentati i feldispati di Ca e 
Na appartenenti alle miscele più basiche della serie. Essi sono più limitate agli 
interclusi. Fra gli elementi colorati l’ augite e costante e prevalente; la biotite 
trovasi invece in piccola quantità. L' amfibolo è talora iimitato alla massa fonda- 
mentale, oppure è anche frequente tra gl’interclusi, e si riscontra in alcuni bloc- 
«chi l’oliwina. La sodalite, l’apatite, la magnetite titanifera sono frequenti, mentre 
la Zeucite è piuttosto rara e scarsa. La massa fondamentale è essenzialmente olo- 
ristallina; una piccola quantità di vetro pare che raramente manchi, ma non è 
‘sufficiente a mutare la caratteristica struttura trachitica olocristallina. Tipi ipo- 
cristallini sono piuttosto rari e limitati a Schlieren acide. 

Il feldispato alcalino è di tipo leggermente sodico con a = 1.522; B = 1.526; 
y=1.527-1.528 (72). L'angolo aa=0 su (001) e =6° su (010). I cristalli, per 
lo più geminati secondo la legge di Carlsbad, sono tabulari secondo (010) e pa- 
rallelamente all’asse a non superano per lo più 1 cm. Contengono raramente in- 
.clusioni vetrose. — Sottili laminette feldispatiche secondo (010), nettamente de- 
limitate da (001) (110) (201) (201) appaiono sovente nelle cellette miarolitiche. 
‘Questo feldispato sembra avere rifrazione alquanto inferiore a quella dei cristalli 
interclusi, essendo « inferiore a 1.521 e 8 poco superiore a detto valore. 

Gl’interclusi dei /e/dispati di Ca e Na sono di dimensioni generalmente mi- 


nori di quelle del sanidino, non sorpassano il = cm. Nella maggior parte dei 


casi presentano associate le geminazioni di Carlsbad e dell’ albite e contengono 
«con frequenza inclusi minerali colorati e vetro. Appartengono a miscele fortemente 
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basiche, comprese tra la labradorite Ab, An,, dalla quale sono formate le zone pe-- 
riferiche dei cristalli, e l’arortite quasi pura, che costituisce il nucleo e che forma; 
anche talora per intero gli interclusi. Le miscele più diffuse appartengono alla 
bitorwnite. In lamine di sfaldatura (010) si osserva: 


12°-18° per la zona esterna 45-52 °°, An 
20°-28° per le zone medie 55-65 °/, An 
30°-36° pel nucleo 67-80 °7, An. 


Talora miscele bitownitiche si ripetono a costituire il nucleo, mentre la parte più 
basica forma una zona intermedia. Dallo studio dei geminati doppî si arriva ai 
medesimi risultati. Ecco alcuni valori dell’ estinzione, scelti tra quelli che con. 
maggiore frequenza si ripetono: 


21 21 
35 26 
32 32 
\ 32 24 
| 38 32 
37 16 
49 27 
48 23 
41-42 29-29. 


Anche esaminando, immerse in essenze a noti indici di rifrazione, le laminette- 
feldispatiche quali si ottengono mediante la sistematica separazione dai liquidi pe- 
santi, si ha la conferma d-lla preponderanza delle miscele basiche e si può to- 
talmente escludere la presenza di miscele oligoclasiche-andesiniche. Gli indici di 
rifrazione infatti sono compresi tra 1.555 e 1.578. In rariss:me laminette x è eguale 
o leggarmente inferiore a 1.555 (45, 4x,); con qualche frequenza invece si ri- 
scontra : 
el LO pirerii 567 


ossia miscele con 50-60 °/, di An, mentre la maggior parte delle lamine offre: 
1.568 < Y “a 1.577-1.578 
a ==. 10008 


(circa 75 °/, An), e talora anche: 


a' > 1.568 
y > 1578 


ossia miscele con più dell’85°/, di An. 
Fra i piccoli interclusi di p?rosseno di questi blocchi predominano le varietà 


= 2A 
-di augite chiara verdoguola, di tipo analogo a quella che vedemmo diffusa nelle 
scorie, nelle pomici e nelle ossidiane. Nella maggior parte dei casi su (010) si ha 


‘ec=48°-50°. In alcuni blocchi ricchi in sodalite e con egirina-augite nella massa 
gl’interclusi augitici presentano in sezioni sottili una chiara colorazione verde 


A 
‘giallognola con cc =53°-54° su (010.) Sovente pel nucleo si ha cc =47°-48° e 
all'orlo cc=50°-54°. In taluni blocchi è diffuso un pirosseno assai pallido di tipo 


-diopside con cc = 36°-37° su lamine di sfaldatura (110), e questo pirosseno chiaro 
ha rifrazione anche inferiore a quella dell’augite a colorazione più intensa, essendo 
in esso « di poco superiore a 1.65. 

Associata all’augite, ed anche in cristalli isolati neri lucenti, si trova in 
numerosi blocchi un’orneblenda, che in lamine sottili diviene bruna olivastra. In 
alcuni blocchi questo anfibolo sì osserva soltanto, e in piccola quantità, nella massa 
fondamentale; in altri appare in accrescimento parallelo coll'augite. Si trova so- 
pratutto nei blocchi della sezione dell'ingresso e di Ngrogna, in cui costituisce 
frequenti cristalli idiomorfi. Con maggiore abbondanza si ritrova nelle segrega- 
zioni basiche, e in cristalli completi riveste anche sovente, colla sodalite, le cel- 
lelte miarolitiche. Anche le superficie di fessurazione dei blocchi sono cosparse di 
piccoli, completi e brillanti cristalli del medesimo amfibolo. Il maggiore sviluppo 
è in essi dato dal prisma }110{ al quale si aggiungono le forme }100| {010} 
001} }011{ }111}. Da misure goniometriche si ha: 


(110) :(010)=62°5° (Cale. 62°5' 3) 


‘e da lamine (010): 
cc= 24° 25°. - 


Sovente questa orneblenda riveste in accrescimento parallelo tanto il pirosseno 
«chiaro di tipo diopside quanto l’augite verde. Nel primo caso si ricava da (010): 


ec=40-41 nel pirosseno 
cc=24 ni -25 nell’ anfibolo; 
‘nel secondo: 
cc ==48-50 nel pirosseno 
cc = 24 -25° nell’anfibolo. 
L'’assorbimento è notevole: 
bD=> c>a 
b — bruno giallognolo, 
c= verde olivastro intenso, 
= giallo-bruno chiaro. 


a 
Questo anfibolo non trova sicura corrispondenza fra quelli noti di tipo alcalino, 
barkevikite e catoforite: questi ultimi tanto diffusi nelle trachiti sodalitiche e anor- 
toclasiche di Vivara. Non ci fu possibile isolarne quantità sufficiente da sottoporre: 
a ricerche chimiche e dobbiamo provvisoriamente considerarlo come un’ orneblenda 


bruna caratterizzata da cc=24 + con b> c>a.Icaratteri ottici la avvicinano 
all’orneblenda di alcuni blocchi a sanidino e sodalite del M. Somma. 

Già avvertimmo che la biotife si trova in tutti questi blocchi; essa è però 
generalmente scarsa e presenta notevoli fenomeni di corrosione e riassorbimento 
magmatico, essendo circondata da un fitto cumolo di granuletti di ossido di ferro; 
del nucleo biotitico non rimanendo talora che un sottile scheletro. Si tratta di mica 
bruna con 2E — 28°-38°. Non rinvenimmo in questi blocchi la biotite giallo:ros- 
sastra a forte angolo degli assi ottici, caratteristica delle lave del cratere centrale. 

L'o/ivina non è un componente costante di questi blocchi. Anche nelle va- 
rietà amfiboliche nelle quali si rinviene con maggiore frequenza è piuttosto scarsa. 
Essa è invece un componente prevalente di alcune segregazioni basiche. I cristalli 
di questo minerale hanno spigoli arrotondati ed appartengono ad una varieià po- 
vera di ferro, come si può supporre, oltre che per la mancanza di colorazione, anche 
per la poca attirabilità da un elettromagnete e per gli indici di rifrazione piut- 
tosto bassi per l’olivina, essendo « all'incirca eguale a 1.65. — Con maggiore fre- 
quenza rinvenimmo blocchi a olivina nella sezione dell’ingresso e nei tufi sotto 
Torre Lupara, discendendo alla Vaccheria lungo la Ngrogna. 

La magnetite, in copia non grande, è diffusa in tutte queste rocce ed è leg- 
germente titanifera. L’ apatite è anch'essa un componente costante, e i cristalli 
prismatici sono lunghi talora quasi Lì mm. e sono zeppi delle caratteristiche in- 
clusioni pulverulenti brune-azzurrognole, generalmente più fitte alla periferia dei 
cristalli. 

La sodalite, che raramente manca nella massa fondamentale, è invece piut-. 
tosto rara in cristalli bene individualizzab li. È poi frequente in distinti rombo- 
dodecaedri nelle cellette miarolitiche. Si distingue dall’ ara/cime, che talora si 
trova ben cristallizzata in queste stesse cellette, per la forma cristallina, per la 
sensibile reazione del cloro, per non presentare anomalie ottiche, che raramente: 
mancano in questo analcime, e per l'indice di rifrazione eguale a 1.483-1.484, 
meutre la rifrazione dell’analcime appare nettamente, sebbene non molto, superiore: 
a questo valore. 

La /eucite è decisamente rara. La rinvenimmo soltanto in alcuni blocchi, ricchi 
in orneblenda e con olivina, della sezione dell’ ingresso. Presenta le caratteri- 
stiche anomalie ottiche e ha l'indice di rifrazione corrispondente a quello della 
leucite del Vesuvio (n= 1.507-1.508). 

La massa fondamentale è essenzialmente costituita da feldispato alcalino in 
cristalli listiformi, allungati secondo (001) (010), sovente a geminazione di Carl- 
sbad, raggruppati a fasci e a disposizione fiuidale. Presenta i medesimi caratteri 
del sanidino che costituisce gl’interclusi. Nei blocchi compatti a massa afanitica 
le listerelle divengono minutissime, tozze, e la massa assume un aspetto gra- 
nulare. Raramente, e solo in qualche varietà minuta ricca in elementi colorati , 
la sanidino si accompagnano alcune listerelle di feldispato di Ca e Na. ll sani- 
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SPIEGAZIONE DELLA TAVOLA I. 


1.— Vulsinite. Tipo compatto della Caprara; pag. 38 e seg. 

Interclusi di sanidino, labradorite- bitowuite-anortite, augite, bio- 
tite corrosa con bordo di magnetite.— Massa fondamentale olocristal- 
lina, costituita da sanidino, augite, orneblenda bruna, magnetite, so- 
dalite. , 

2.— Vulsinite ipocristallina. Lava scoriacea dei Pagliaroni; p. 45 e seg. 

Intercluso di labradorite-bitownite con sottile mantello sanidinico. 

3.— Segregazione basica olivinica nei blocchi rigettati di tipo vulsinitico del- 
l'ingresso; pag. 34. 

Olivina, augite e orneblenda in accrescimento parallelo; piccoli 

prismi augitici e amfibolici in larghe plaghe feldspatiche. 
4. — Lapillo basico nei tufi incoerenti dell'ingresso; pag. 34. 

La massa bruna è costituita da vetro basico; la massa incolore 
è di labradorite-bitownite: in esse sono sparsi prismi di augite e la- 
mine di biotite. 

5.— Trachidolerite sodalitica. Blocco rigettato; pag. 36. 

La massa è costituita da listerelle di sanidino e di feldspati di 

Ca e Na, con augite e numerose sezioni poligonali di sodalite. 
6.— Trachidolerite a struttura eutaxitica. Blocco rigettato; pag. 37. 
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dino è accompagnato da augite e sovente da egirina-nugite; questi pirosseni della 
massa hanno generalmente colorazione alquanto più intensa dei corrispondenti in- 


terclusi, con angolo ce alquanto maggiore. Tipica egirina con ci a= 4°, tanto dif- 
fusa nei blocchi di Vivara, non riscontrammo nel materiale di Astroni da noi esa- 
minato. In molti blocchi, compresi nei tufi sotto Torre Nocera e sotto Torre Lupara 
verso l’interno del cratere, trovammo nella massa minutissime squamette micacee 
brune a piccolissimi angoli degli assi ottici. Nella maggior parte dei casi è però 
maggiormente diffusa l’orneblenda bruna, che presenta i cara:teri già ricordati e 
che in taluni blocchi, sopratutto negli olivinici, eguaglia la quantità dell’augite. 
La sodalite trovammo assai diffusa, talora Anzi [abbondante, intercalata tra le liste 
feldispatiche, precisamente come nelle tipiche trachiti sodalitiche d'Ischia, di Vi- 
vara e di Cuma. Altre volte forma piccoli cristalli idiomo>»fi, e i blocchi danno 
tutti energica reazione del cloro. La porzione più leggiera, che si separa dal Thoulet, 
è in gran parte costitutita da questo minerale. La leucite riscontrammo solo, e 
in piccola quantità, in qualche blocco nei tufi dell’ ingresso. La magnetite è spe- 
cialmente diffusa nei blocchi afanitici e ricchi in elementi colorati. Una piccola 
quantità di vetro leggermente bruniccio sembra manchi raramente. Sono rari i 
blocchi di questo tipo a struttura decisamente ipocristallina, ed essi sono limitati 
a poche varietà scoriacee biotitiche, prive di amfibolo. 

Struttura ipocristallina è presentata dalle larghe Schlieren rossastre dei grossi 
blocchi grigio-cenerognoli, compresi nei tufi dello Sperone, che da Torre Nocera 
scende verso l'interno del cratere. Esse hanno costituzione più acida di quella 
della roccia che le comprende; fra gl’interclusi si fanno scarsissimi quelli dei fel- 
dispati basici, mentre predomina il sanidino; anche l’augite scarseggia, la bio- 
tite è al contrario più abbondante. Nella massa, tra le listerelle di sanidino, sot- 
tili e brevi, s’interpone notevole quantità di vetro bruno-rossiccio, povero di mi- 
croliti augitici e di squamette biotitiche. Nelle cellette miarolitiche si annidano 
piccoli cristalli di analcime. Altre volte le Schlieren sono compatte, minute, più 
oscure, a massa maggiormente carica di minerali colorati e di magnetite e, per 
la forma del feldispato, assumono un’apparenza granulare anzichè listiforme. 

Come segreyazioni basiche dello stesso magma, che ha dato luogo a queste 
rocce, consideriamo alcuni piccoli inclusi oscuri, che si trovano con una certa fre- 
quenza nei blocchi chiari cenerognoli dell'ingresso e della parete interna del cra- 
tere sotto Torre Lupara. Esse hanno struttura granulare panidiomorfa, e i com- 
ponenti mostrano sovente nette terminazioni cristalline nelle cellette miarolitiche, 
che a questi noduli impartiscono un aspetto cariolato. Fra tali segregazioni al- 
cune sono essenzialmente playioclasiche-augitiche senza olivina, e povere o prive di 
orneblenda; in altre prevale l’orneMenZa e l’oliwina. Nelle prime 1 plagioclasi ap- 
partengono prevalentemente a miscele di /ubradorite basica-bitownite, con zone pe- 
riferiche di /abradorite Ab, An,; vi si trova inoltre una piccola quantità di sanzdino. 
L’augite, verde nerastra, appartiene per la maggior parte alla medesima varietà 
diffusa nei blocchi, con cc =48°-50° su (010). — Solo alcuni piccoli prismi allun- 
gati e sottili, fortemente colorati, appartengono all’egirina-augite con ce = 69°-62°, 
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ed eccezionalmente con cè = "71°. Sono frequenti la sodelite e l’apatite; piuttosto 
scarsa invece la magnetite titanifera. 

Le segregazioni oliviniche amfiboliche (tav. I, fig. 3) sono le più frequenti. La 
loro struttura è caratterizzata dal completo idiomorfismo dell’olivina, dell’ augite, 
della biotite, e dell’orneblenda, sparse in larghe lamine di labradorite-anortite, an- 
ch'esse sovente a terminazioni idiomorfe e circondate da un largo mantello di fel- 
dispato alcalino. La magnetite, l’apatite, l’olivina e la biotite sono fra i primi mi- 
nerali segregati dal magma, ai quali seguì la separazione dell’augite e dell’or- 
neblenda (la cristallizzazione dell'augite durando più a lungo di quella dell’amfi- 
bolo); seguì inoltre la formazione della labradorite-bitownite e finalmente si se- 
gregò una piccola quantità di feldispato alcalino, che circonda sempre come largo 
mantello la labradorite. La sodalite è abbondante, specialmente nelle cellette mia- 
rolitiche. Laugite di queste segregazioni è una varietà ii con cr = 45°-44° 
su (010). L’orneblenda corrisponde alle già descritte, con ce 241 su (010): 
e ì due minerali sono sovente associati in accrescimento parallelo. L’ Sito forma 
i cristalli più grossi (talora lunghi 2 mm.); mentre l’augite e l’orneblenda dalle 
comuni dimensioni degli interclusi scendono a formare piccoli e sottili cristalli 
prismatici, di dimensioni microlitiche, sparsi nei feldispati. 

Al medesimo tipo di inclusi basici olivinici appartengono alcuni lapilli grossi 
come una noce, che trovammo isolati nei tufi incoerenti dell'ingresso. Fra questi al- 
cuni per la loro particolare struttura meritano speciale menzione e illustrazione 
(v. tav. I, fig. 4). Essi sono costituiti in parte da ve/ro intensamente bruno, anche in 
sezioni sottili, e di natura basica, e in parte da larghe plaghe di /abradorite- bitomwnite- 
Tanto nel vetro quanto nel feldispato sono irregolarmente sparsi cristalli idiomorfi 
di olivina, di augite e di biotite. L' augite trovasi in cristalli di 1-2 mm., ed in 


tal caso è piuttosto chiara con cc=35°-36° su (110); ma essa è specialmente ab- 
Londante in piccoli e sottili prismi sparsi numerosi nel vetro e nel feldispato, ed 


in questo caso ha colorazione leggermente più intensa con cc == 50°-51° su (010), 
La bdiotite è intensamente bruna con 2E—=40°-43°. In alcuni di questi lapilli pre- 
domina la parte vetrosa fino quasi all'esclusione del feldispato, e pare che la pre- 
senza 0 la mancanza di questo minerale influisca sulla basicità del residuo ve- 
troso. Nei lapilli privi di feldispato, costituiti cioè da minerali colorati e da ve. 
tro bruno, la basicità di questo è maggiore che nei lapilli ricchi in labrado- 
vite-bitownite: il che è in relazione colla regola generale, che il residuo magma- 
tico durante la cristallizzazione di una roccia diviene sempre più acido. Il vetro 
di questi lapilli basici ricchi di labradorite-bitownite ha indice di rifrazione al- 
l’incirca eguale a 1.525, in ogni caso compreso tra 1.525 e 1.527; mentre il vetro 
degli analoghi lapilli, privi o poverissimi in feldispati basici, ha rifrazione supe- 
riore: maggiore di 1.529, ma nettamente inferiore a 1.538. Questa non raggiunge 
la forte rifrazione dei vetri basici basaltici, che riscontrammo nei lapilli neri dei 
tufi compatti di Vivara, il cui vetro piceo, resinoso, ha rifrazione compresa tra 1.55 
e 1.58; è tuttavia nettamente superiore all'indice di rifrazione dei comuni vetri 
delle pomici e delle ossidiane di Astroni, che vedemmo superare di poco 1.514. 
Riassumendo quanto abbiamo esposto riguardo ai blocchi rigettati predomi- 


Sie 

nanti nel cratere di Astroni, ci risulta che essi sono di tipo trachitico basico. Più 
innanzi vedremo, come essi trovino esatta corrispondenza colle Vu/siniti della re- 
gione di Bolsena. 


B. Blocchi oscuriì bruno-nerastri 


Sono notevolmente più scarsi dei precedenti e si trovano un po’ ovunque im- 
pigliati nei tufi della grande cerchia. Il tipo più comune è quello di rocce a massa 
intensamente bruna, compatta, uniforme, afanitica, nella quale sono sparsi, con va- 
riabile frequenza, interclusi feldispatici, allungati secondo a, e anche, più rari e 
meno appariscenti, cristalli di augite verdognola e lamelle di biotite. Tra i feldispati 
sono egualmente diffusi tanto l’a/calino quanto le miscele basiche /ebradorite-bi- 
tomnite, precisamente come nei blocchi del tipo precedente e come, i resto, in 


tutti i materiali d’ Astroni. L’augite, verdognola, è caratterizzata da cc = 51° su 


(010), a zone periferiche con colorazione più intensa e con cc—=56°.58°, che s’ av- 
vicinano quindi all’egririna-augite. La diotite, l'epatite e la magnetite sono piuttosto 
scarse e presentano i caratteri più volte ricordati. Qua e là appare qualche cristallo 
nettamente idiomorfo di sodalite e di leucite, che meglio si determinano e si diffe- 
renziano tra loro mediante la separazione dei componenti. La Zeucife mostra piccole 
sezioni ottagone colle tipiche e regolari inclusioni e con notevoli anomalie ottiche. 
Il suo indice di rifrazione è eguale a 1.507. La sodalite costituisce qualche cri- 
stallo idiomorfo con n=1.483. La massa fondamentale è generalmente costituita 
da un finissimo feltro di listerelle microlitiche di sanidino, diversamente aggrup- 
pate o divergenti, e tra esse fa da mesostasi il vetro bruniccio, carico di granu- 
letti di magnetite, frammisti a minuti granuletti augitiei, discernibili solo a forte 
ingrandimento ed in sezioni di notevole sottigliezza. I microliti idiomorfi, meglio 
appariscenti, di augite sono poco frequenti. Si scorgono anche nella massa piccole 
sezioni leucitiche; e la sodalite non deve mancare, perchè è sempre energica la rea- 
zione del cloro, che si ottiene da queste rocce. E frequente la strultura eutaritica 
a Schlieren più chiare, gialliccie: e tali blocchi ricordano all'aspetto esteriore le 
trachiti pipernoidi di Vivara. Tali Schlieren brune o giallognole, d'aspetto sco- 
riareo, sono meno compatte del resto della roccia; la loro massa è più povera in 
feldispato e più ricca in vetro, ed anche maggiormente ricca in microliti augi- 


{ - ; È, 3 CADORE 
tici, talora di color verde giallognolo carico con ec=63°-65°, ed in alcuni cc=70°-71°. 


Nei più grossetti sì ha un’area centrale chiara con de=t650 (su (010)). Per la 
struttura scoriacea ipocristallina e per la presenza di pirosseni di tipo alcalino (e- 
girina-augite) queste Schlieren ricordano alcune lave della collina centrale di Pa- 
gliarone. 

Tra tali blocchi, specialmente tra quelli della sezione dell'ingresso, se ne ri- 
scontrano alcuni a struttura vitrofirica, costituiti da vetro oscuro, bruniccio, giallo- 
gnolo se ridotto in lamine sottili, nel quale sono sparsi vari e sottili microliti di 


sanidino e di augite (ec — 48°- 50°) e interclusi feldispatici (sanidino e labra- 
dorite- bitownite), nonchè di augite e di biotite. Nelle varietà più oscure la rifrazione 
*del. vetio è leggermente superiere a 1.526, in quelle più chiare è compresa tra 1.524 
e 1.526: molte volte n=1.526. È quindi un vetro presumibilmente alquanto più 
basico del vetro delle pomici e delle ossidiane del nostro cratere. 


Dex Gal: 

La mica di tutti questi blocchi è la solita Biotite bruna con 2E intorno a 40°. 
Tuttavia nei tufi incoerenti dell'ingresso riscontrammo qualche picco!o lapillo 
compatto, bruno rossastro, che per la struttura ipocristallina, e per la presenza di 
mica rossastra a grande angolo degli assi ottici, assai ricorda le lave scoriacee di 
Pagliarone, che descriveremo più avanti. 

Riassumendo: anche questi blocchi oscuri, al pari dei precedenti, sono di 
tipo trachitico basico (vulsiniti)». Se ne differeaziano tuttavia, oltre che per l’a- 
spetto esteriore e per la struttura ipocristallina, per minore copia di minerali co- 
lorati, fra i quali mancano poi addirittura l’amfibolo e l’olivina. In questi blocchi 
oscuri si trova con maggior frequenza la leucite. 


v. Blocchi di tipo trachidoleritico, a grana minuta, compatta, 
senza interclusi appariscenti. 


Questi blocchi sono i meno frequenti: hanno colore bruno, talora grigio verdo- 
gnolo chiaro, o rossiccio alla superficie, e mostrano sovente struttura eutaxitica per 
irregolare alternanza di Schlieren chiare e oscure. Nella massa finissima si scor- 
gono sparsi, soltanto all'osservazione microscopica (tav. I, fig. 5 e 6), piccoli in- 
terclusi feldispatici, i quali per lo più svno intieramente riferibili a miscele ba- 
siche /abradorite-bitomnite-anortite, e solo in pochi blocchi di questo tipo alcuni 
di essi sono di feldispato alcalino. Intorno ai feldispati basici vi è per lo più un 
sottile mantello di sanidino. Da sezioni secondo (010) si deduce: 


mantello di sanidino + 4° 
zona esterna — 20° ossia 55 °/, An 
nucleo — 40°-41° ossia 90°, 4. 


È rara l’avgite verdognola, in cristalli di mm. 0.5-0.8 di lunghezza. Per lo 
. . . . . . . . N 
più costituisce piccoli microliti nella massa. Negli interclusi si ha cc =45°-48°-50° 


al bordo, nei microliti Ò c=49°-51°, su (010). La finissima massa di questi blocchi 
è costituita da /e/dispato alcalino è da feldispati di Ca e Na, mescolati ad augite, 
a squamette biotitiche, a orneblenda, apatite, sodalite e magnmetite. I feldispati di 
Ca e Na della massa hanno composizione variabile. Per lo più appartengono a 
miscele basiche, labradorite-bitownite-anortite; in alcuni piccoli geminati doppi 
si misura infatti: 


38 35 
53 18 
39 sl 


e gli indici di rifrazione sono in tal caso compresi tra 1.56 e 1.76. Altre volte 
i plagioclasi della massa sono più acidi, appartenendo a miscele oligoclasio-andesina, 
a rifrazione compresa tra 1.541-1.555. Sovente essi occupano il centro delle liste- 


relle di sanidino, e la proporzione tra la quantità di feldispato alcalino e quella 
di Ca e Na è oltremodo variabile. 


MO: - 0ES 
Le squamettine micacee si insinuano a cuneo tra le listerelle feldispatiche: 
«si tratta ‘di biotite bruna a piccolissimo angolo degli assi ottici. L’orneblenda 


fia 
bruna non è abbondante, con cc — 25°-27° su (010) e notevole assorbimento: 


b— bruno giallognolo 
c= bruno verdognolo 
a= giallo pallido. 


La sodalite non manca mai totalmente; piuttosto scarsa in alcuni blocchi, è 
abbondantissima in altri: così ad es. in un piccolo blocco, raccolto nei tufi dello 
sperone interno sotto Torre Nocera, questo minerale è eccezionalmente abbondante 
(vedi fig. 5 della tav. I) e forma numerosi e netti cristalli idiomorfi del diametro di 
mm. 0.08 a 0.3, a sezioni poligonali, sovente con inclusioni regolarmente dispo- 
ste, che simulano sezioni leucitiche. Che si tratti tuttavia di sodalite venne pro- 
vato mediante isolazione del minerale. 

Nei blocchi a struttura eutaxitica (fig. 6 della tav. I), nelle Schlieren chiare si 
ha maggiormente sviluppata la struttura listiforme dei feldispati, con predominio 
di questi sui silicati colorati e con scarsità di magnetite e di ematite. Le Schlieren 
oscure, più minute, sono granulari, ricche in augite, la quale è in granelli piut- 
tosto che in microliti allungati, accompagnata da magnetite, da ematite e spesso 
da orneblenda. L’apatite non manca in nessuno di questi blocchi. 

| L'analisi di una varietà, povera di sodalite e ricca in feldispati basici nella 
massa, ha dato i seguenti risultati: 
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Queste rocce sono quindi più basiche dei comuni materiali di Astroni, contengono 
‘quantità di ossido del tipo £0, e il potassio non è così prevalente sul sodio come nel 
tipo comune. Per la composizione mineralogica e chimica consideriamo questi bloc- 
chi quali trachidoleriti: come esporremo nel capitolo riassuntivo sulla natura dei 
materiali di Astroni. 
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Massa della Caprara 


Se dalla cresta della cinta craterica o dall’apice dei rilievi centrali si guarda. 
in giro nelle interne sponde del grande anfiteatro, si rimane subito colpiti da una 
grande massa rocciosa, incastrata nel fianco orientale, che con le sue ripide rupi 
rompe l'uniforme armonica pendenza delle pareti, digradanti in cerchio verso il 
fondo del cratere (tav. II, fig. 1). Questa massa, che per la scabrosità e precipite- 
volezza delle sue balze è chiamata appunto La Caprara, è infatti di natura es- 
senzialmente diversa da quella del resto della cinta craterica, giacchè mentre questa,. 
come s'è visto, è costituita per intero da materiali frammentarî, quella invece è 
formata da una solida e compatta roccia lavica. 

Esaminata più da vicino la Caprara si presenta come una grande rupe in- 
fissa nelle pareti orientali della cinta craterica, con le radici sprofondantisi sot- 
terra e il sommo e i fianchi avvolti dagli agglomerati della grande cerchia (vedi 
fig. 2), ad eccezione del fianco occidentale di essa, che è libero e nudo e cade a picco 
nell’ interno del cratere. Tale fianco ha una sagoma grossolanamente cuneiforme, 
con il gro=so a sud e la parte assottigliata a nord, con una lunghezza di più di 
200 e un’altezza massima di circa 80 metri. A nord e a sud i tufi e gli altri 
agglomerati della cerchia battono direttamente contro la rupe con le testate dei 
loro strati, nella parte superiore invece vi si appoggiano sopra immediatamente e: 
concordantemente con uno spessore di circa una settantina di metri. 

Guardata dal piede, dal grande viale circolare, tutta la massa della Caprara 
si presenta segmentata in numerose, grandi colonne verticali, grossolanamente po- 
liedriche, a simiglianza di tutte le parti interne dei grandi ammassi e delle cupole 
di lava (v. fig. 2 della tav. Il); in guisa che sembra tutta formata da una sola 
pasta omogenea e continua, uscita tutta d'un getto dalle viscere della terra. Ma 
che questa sia un'illusione è mostrato da un più attento esame, che si può fare 
arrampicandosi su per le anfrattuosità della roccia. Allora la grande massa.lavica 
mostra tutte quelle interne variazioni di struttura e di composizione, che si pos- 
sono riscontrare in tutte le cupole di simil genere e che sono un indice degli 
sbocchi successivi di lava, mediante l'accumulazione dei quali la grande massa 
si è formata e s'è consolidata. 

Infatti nell’interno della Caprara avviene di riscontrare non raramente degli 
ampi letti di lava scoriacea, che segnano appunto le separazioni tra uno sbocco 
e l’altro di magma eruttivo, di cui le parti raffreddatesi più lentamente, coperte 
dalla crosta scoriacea, hanno dato luogo al tipo medio, compatto e solido. Oltre le: 
scorie di superficie non mancano anche nell'interno delle parti più compatte an- 
che le solite segregazioni o Schlieren di materiali più basici e più acidi: di modo- 
che tutta la rupe della Caprara finisce a poco a poco per rivelarsi come una por- 
zione, rotta e denudata a occidente, coperta e mascherata nel resto, di una grande 
cupola o massa lavica, formatasi liberamente alla superficie, per accumulazione: 
graduale di sbocchi successivi di un magma eruttivo piuttosto denso. 


Ca id — 

Il tipo più comune, a cui ha dato luogo questo magma, è rappresentato da 
“una roccia grigia, tenace, compatta, nella cui massa omogenea sono sparsi grandi 
«cristalli di feldispato, per lo più tabulari secondo (010), che parallelamente ad 
a misurano fino a cm. 1.5. La maggior parte ha dimensioni inferiori al centi- 
metro. I più grossi sono esclusivamente di /e/dispato alcalino ; tra i più piccoli 
sono numerosi i /eldispati di Ca e Na. Meno frequei ti, ed in ogni caso meno 
appariscenti, sono 1 cristalli porfirici di 2ugite e di deotite. Soltanto il microscopio 
svela poi la presenza di orneMenda bruna, di leucite, di magnetite, di apatite e 
di sodahte. 

Il feldispato alcalino conserva i medesimi caratteri nelle diverse varietà di 
‘rocce, che costituiscono la massa della Caprara, tanto in quelle compatte, quanto 
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nelle scoriacee, ricche in leucite. L’estinzione è di 5°-6° su (010) a:a, e di 0° su 
(001). Gli indici di rifrazione, dedotti mediante un accurato confronto con quelli 
noti di essenze, sono, per la luce del sodio, i seguenti: 


n= 1.521 
== l DIL: 


le variazioni di questi valori non sorpassano * 0.001, e corrispondono a quelli 
del feldispato alcalino delle trachiti augitiche di tipo Ponza, che si trovano in 
blocchi nella terza breccia dell’isola di Vivara. Si tratta di sanidino leggermente 
sodico. L’anortose propriamente detto sembra mancare. 

I feldispati di Ce e NV, pure assai abbondanti, appartengono a miscele di 
labradorite-bitomwnite, bitorwnite e bitownite-anortite. Iì nucleo di molti cristalli ar- 
riva all'anortite quasi pura e solo una stretta zona periferica è costituita da la- 
bradorite 45, 4n,. Pampaloni, che descrisse recentemente queste rocce, riferisce 
la maggior parte del feldispato basico in esse contenuto all’anortite e, in parte, 
‘alla labradorite ed all' oligoclasio, senza però confortare le sue affermazioni con 
sufficienti dati ottici; a lui spetta tuttavia l’aver accertata l'abbondanza, in que- 
ste rocce d'Astroni, di un feldispato notevolmente basico accanto al sanidino. Dal- 
l’esame del materiale da noi raccolto, proveniente da diversi punti della massa 
«della Caprara, possiamo escludere la presenza dell’oligoclasio; i termini più acidi, 
‘appartenenti alle zone periferiche dei cristalli a struttura zonata, constano di la- 
bradorite 40, 4n,. La parte prevalente dei feldispati di Ca e Na ha rifrazione 
‘compresa tra i limiti seguenti : 


boo <1.546 
1.555 <a < 1.566; 


‘che rappresentano appunto miscele di labradorite- Ditownite con 55 °4 a 68% di Ar. 
Con una certa frequenza si osserva pure: 


ld ===> 1.576 
1570/1506; 


BIO (a 
ossia miscele con più di 70 °/, di Av. Nelle miscele più acide, cvisenai ad! una. 
stretta zona periferica dei cristalli zonati, si ha: | si 


TZl.566. 
a'=> Lao: 


rifrazione caratteristica per la labradorite 45, An,. Riportiamo anche alcune estin- 
zioni dedotte da geminati doppî secondo le leggi di Carlsbad e dell’albite:. 
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403 31 
50 243 
42 30 
49 24 
45 28 
41 30 
50 22 
37 24 
43 29 
36 27 
35 21 


I primi nove valori si riferiscono a tipi di massima basicità, vicini all’anortite; 
gli ultimi due a miscele basiche labradoritiche. I cristalli dei feldispati basici 
sono costantemente circondati da un sottile mantello di feldispato alcalino, che. 
presenta estinzione simultanea tutt’ intorno alla bitownite (Ja fig. 2 della tav. I 
rappresenta un analogo accrescimento nel feldispato basico della lava dei Paglia- 
roni). Il limite tra questa zona esterna alcalina e la massa fondamentale della 
roccia non è netto, ma incerto ed irregolare; il mantello di feldispato alcalino 
sfuma irregolarmente in essa, e mostra inoltre struttura poikilitica, contenendo 
minutissime inclusioni irregolari di augite e granuletti di magnetite. Tale zona, 
costante intorno agli interclusi basici, è frequente anche intorno ai grossi inter- 
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clusi di sanidino; in tal caso non vi è nessuna differenza tra la rifrazione del 
nucleo e quella della periferia, e il fenomeno è reso palese soltanto dalle minute 
inclusioni del mantello. Questo accrescimento parallelo è un fatto abbastanza co- 
mune e si riscontra in modo del tutto simile nelle Vulsiniti di Bolsena descritte 
dal Washington, il quale lo attribuisce, e crediamo a ragione, all’ influenza 
orientatrice esercitata dagli interclusi feldispatici durante la solidificazione del 
magma, che ha dato luogo alla massa fondamentale nel periodo effusivo. La for- 
mazione di tale mantello sarebbe quindi contemporanea alla formazione della massa. 
fondamentale. I feldispati basici suno zeppi di inclusioni vetrose assai più del. fel: 
dispato alcalino. 

Tra gli elementi colorati prevale l’augite, i cui cristalli prismatici raramente 
raggiungono o superano 2 mm. secondo [z]. Il co'ore verdognolo, assai pallido in 
lamine sottili, è nettamente palese in lamine grossette, nelle quali appare con lieve. 
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PI 1 
pleocroismo dal verde (c) al giallognolo (a). La periferia dei cristalli è di color verde 
alquanto più carico; trattasi però sempre di sottile zona periferica. La comune estin- 


zione su (010) è di 45°, arrivandosi a 48°-30° (co) alla periferia. Non mancano 


cristalli assai chiari di tipo diopside con ec =35°37° su lamine di sfaldatura 
(110); come pure, e sopratutto nelle varietà scoriacee, si trovano fra gl’interclusi 
anche cristalli di color verde alquanto più carico, che in tutta la loro massa pre- 
sentano ce = 48°-49° su (010). I pirosseni alcalini di tipo egirina-augite sono 
diffusi nella massa fondamentale. 

L'amfibolo bruno non costituisce generalmente interclusi isolati, ma entra 
soltanto nella massa fondamentale, oppure in accrescimento parallelo col pirosse- 
no. Tale associazione è però poco frequente. Lamine (010), costituite da augite con 
mantello irregolare di amfibolo bruno, mostrano: 


A 
ecc==50° nel pirosseno 
h 

cc= 28° nell'amfibolo 


b>-c>a; b=verde bruno olivasiro cupo, c— verde olivastro, a= giallo ver- 
dognolo pallido. È un amfibolo assai vicino alla catoforite; ma non ci fu possi- 
bile precisarne con maggiore esattezza i caratteri. Pampaloni in una varietà 
grigia di questa roccia della Caprara espone di aver riscontrato alcuni cristalli 
di amfibolo verde chiaro pochissimo pleocroico con estinzione di 11° (non è preci. 
sata l’ orientazione ottica). La presenza di un amfibolo chiaro, verdognolo, in que- 
ste rocce ci sembra poco probabile; l’unico amfibolo, che riscontrammo nei mate- 
riali d’ Astroni, è l’orneblenda bruna, fortemente pleocroica, che s’ avvicina alla 
catoforite e che vedemmo ditfusa in molti blocchi rigettati. 

La biotite, non molto abbondante, costituisce laminette esagonali, le quali 
hanno generalmente subìto una forte corrosione magmatica e sono circondate da 
un’aureola formata da granuletti di magnetite (vedi fig. 1 della tav. I). L'angolo 
apparente degli assi ottici è compreso tra 40° e 46°, talora alquanto inferiore a 40°. 

La magnetite è abbondante, ma sopratutto nella massa fondamentale. È sen- 
sibilmente titanifera; e la quantità di 770, coutenuta in queste rocce (0.31 °/,) 
Va quasi intieramente riferita alla magnetite. L'apatite, in tozzi prismetti, è piut- 
tosto frequente (0.21 °/, di 2,9.); è comunque sparsa nella roccia, oppure inclusa 
nei diversi componenti, sopratutto nell’augite e nella biotite. Contiene inclusioni 
pulverulenti brune azzurrognole, più fitte alla periferia dei cristalli. 

Sovente gli elementi colorati ed i feldispati basici costituiscono plaghe gra- 
nulari a struttura panidiomorfa, che consideriamo come segregazioni basiche: ta- 
lora queste segregazioni sono prevalentemente costituite da bitownite; tal’ altra 
prevalentemente du augite, con biutite, magnetite, e apatite; il più sovente da tutti 
questi minerali associati; e quando raggiuugon9 il diametro di qualche centime- 
tro si discernono nettamente nella roccia pel loro aspetto granulare e per la strut- 
tura miarolitica. 

La massa fondamentale è olocristallina, a struttura trachitica (tav. I, fig. 1). 
Una piccola quantità di vetro bruniccio non muta l’ aspetto strutturale. ed è li- 

Attr— Vol. X[— Serie 2° —N0 3. 6 


Li RO 


mitata ad alcune varietà, specialmente alle scoriacee. La massa è essenzial- 
mente costituita da feldispato alcalino in listerelle assai allungate, o tozze, ge- 
minate secondo la legge di Carlsbad, e sovente disposte in fasci a disposizione 
fluidale. L' augite è del pari assai abbondante e nella maggior parte dei casi è 
del medesimo tipo dell'augite che costituisce gl'interclusi, cioè debolmente ver- 


diccia con cc=45°-47°. Tuttavia si osserva nella massa anche augite di color verde 
A : 
più intenso e ne’la quale l'angolo cc raggiunge 60° (egirina-augite). Sono frequenti 
nella massa i piccoli crista!li idiomorfi a struttura a clepsidra; oppure si osserva 
A 
un nucleo intensamente verde con ec = 60°, mentre una larga zona periferica è 


A 
chiara, con cc =48°-50° (010). Queste varietà di egirina-augite sono sopratutto 
frequ nti nei tipi scoriacei della massa della Caprara, i quali all’aspetto esteriore 
sono grigio-cenerognoli, alquanto più chiari del tipo compatto più comune. L am- 
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fibolo bruno uon è abbondante, e di preferenza appare nelle varietà compatte; è 


raro in quelle scoriacee (cc = 25°). Le minute squamette di biotite sono scarsis- 
sime nella massa e sovente mancano. In tutta la massa della Caprara è inoltre 
costante come componente della massa fondamentale la Zeweife, ma in proporzioni 
assai variabili. In generale questo minerale è piuttosto scarso; talora, come nelle 
varietà compatte del centro della rupe della Caprara, è raro, mentre abbonda nei 
tipi scoriacei. La leucite si presenta in sezioni nettamente idiomorfe, facilmente 
riconoscibili pei contorni ottagoni e per la tipica e regolare disposizione delle in- 
clusioni, che constano di micro‘iti di augite e di egirina-augite. Il diametro 
massimo dei cristalli di jeucite è di mm. 0.3, ma per lo più i cristalli misurano 
mm. 0.15-0.2. La geminazione polisintetica è palese soltanto nei cristalli più 
grossi. L'indice di rifrazione, determinato in granuli isolati dalla roccia col 
confronto con quello noto di essenze, risulta egnale a 1.508. La sodalite è anch'essa 
un componente costante della massa fondamentale, e sì insinua a cuneo tra le li- 
ste feldispatiche. È raramente fresca come nelle trachiti sudalitiche di Cuma, di 
Vivara e d Ischia, nè è sempre sicuramente riconoscibile al microscopio. Anche 
la sua quantità è piuttosto piccola, ma varia da esemplare a esemplare. Il t'po ana- 
lizzato è fra i più poveri in sodalite (0.17 %/, €). In minutissimi granuletti la 
magnetite titanifera è assai diftusa nella massa. 

Nei banchi scoriacei, assai più che nelia massa compatta, è palese la strut- 
tura eutaxitica, a Schlieren più minute e più oscure, per l'accumularsi degli ele- 
menti colorati de'la massa fondamentale alternate con Schlieren più chiare, preva- 
lentemente saniiiniche. 

La composizione chimica complessiva della vatietà compatta più comune della 
Caprara è la seguente: 
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(Qui appresso vedremo come, tanto mineralogicamente quanto chimicamente, 
queste rocce, che stanno tra le trachiti e le andesiti, corrispondono alle vulsiniti. 
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I RILIEVI INTERNI 


La grande cinta ad anfiteatro chiude nel suo interno una serie di dossi poco 
elevati, -i quali stanno cos essa nel medesimo rapporto che il Vesuvio con la Som- 
ma, e sono quindi separati parimenti dalla cerchia madre o amplectente per mezzo 
di un atrio; che però, invece di essere falca‘o o a ferro di cavallo, ha la forma 
di un anello circolare o ellittico, completo. a fondo pianeggiante, che a nord e 
a sud-est giunge appena a una cinquantina di metri di larghezza, mentre verso 
occidente si allarga in una valletta, il cui fondo gienge a un’ ampiezza tran- 
sversale di anche più di 400 metri (vedi carta geologica della tav. VII). 

Quest’ atrio cinge un gruppo di colline o di dossi tondeggianti, che formano 
la parte centrale del cratere (vedi fig. 6). I più larghi e bassi di questi dossi sono 
quelli della parte orientale, che si stendono da nord a sud per la lunghezza di poco 
più di 650 metri, con una larghezza massima di 400, arrivando a una quarantina 
di metri sul piano dell'atrio e a 55 m. sul livello del mare: essi si chiamam i 
Pagliaroni, perchè nei recessi ombrosi della fitta boscaglia, che li copre, si co- 
struiscono appunto le grandi staccionate per prendere i cinghiali. A nord si in- 
nalza un piccolo celle roccioso, alto 60 m. sul mare, a forma di pan di zucche- 
ro tondeggiante, detto appunto perciò la Rotondella. Nella parte occiaentale poi si 
eleva fino a 70 m. sul mare, più ampia e vistosa delle altre, e perciò appunto forse 
chiamata l' Imperatrice, la maggiore di queste tre alture del fondo del cratere. 

Naturalmente queste elevazioni sono separate l’ una dall’ altra mediante in- 
senature e vallette, che coutluiscono tra di loro e s’ innestano con l’anello circo- 
lare dell'atrio. Così tra le falde meridionali dell imperatrice e le ultime pendici 
dei Pagliaroni, poco lungi dall'attuale lago. vi è un piccolo incavo, lungo non 
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più di 200 e largo appena un 50 metri, a forma di imbuto. Un simile imbuto 
alquanto più grande e più profondo, si trova tra le falde orientali dell’ Imperatrice 
e quelle occidentali dei Pagl:aroni, e per la sua forma profondamente concava 
porta appunto il nome di Cofaniello (vedi carta geologica della tav. VII). La forma 
concava, craterica, di questo Cofaniello è così nettamente visibile, anche da lontano 
e specialmente quando, dopo mezzogiorno, la luce del sole vi cade tangenzialmente 
(vedi fig. 1 della tav. IV), che avendoci un giorno accompagnato agli Astroni 
l'rancesco Paolo Michetti; egli dal belvedere dell’ ingresso col suo illu- 
minato occhio d'artista notò immediatamente la forma del cratere e ci chiese che 
cosa fosse « quell’ombelico ». Altre insenature dividono poi la Rotondella dall’ Im- 
peratrice e dai Pagliaroni. 

Queste diverse concavità accoglievano, e accolgono in parte tuttora, le riserve 
d'acqua piovana o sorgiva del fondo del cratere, e davano così origine ai diversi 
stagni temporanei o laghetti perenni, menzionati da tutti gli antichi autori, che 
ne celebrano le proprietà termo-minerali, ora quasi del tutto svanite. Uno di que- 
sti stagni si trovava nella depressione orientale dell'atrio, ai piedi della rupe della 
Caprara, ed era quindi chiamato Lago della Caprara, o anche Lago Sicco, per- 
chè d'estate si prosciugava. Un altro empiva ii Cofaniello; un terzo si trovava 
nel piccolo imbuto a sud del Cofaniello; e il quarto è quello, che ancora si trova 
nella depressione a sud-ovest dell'atrio e che con le sue acque calme; tutte sparse 
di floride ninfee, fa da specchio alla maestosa corona di querce, che sorgono su- 
perbamente all’ intorno (veli fig. 1 della tav. V). Nelle acque di questi laghi e nei 
bassifondi dell'atrio venivano e vengono tuttora a depositarsi i materiali, che le 
piogge trascinano giù dalle interne paschi facilmente erodibili. Specialmente nelle 
pareti del fianco settentrionale, direttamente esposte ai venti acquiferi, che salgono 
dai mare, le acque hanno inciso profondi ‘valloni, che convergono verso il fondo 
(vedi fig. 5), portandovi tali ingombranti coni di dejezione, che a derivarli è stato 
necessario incidere presso la Vaccaria un grande canalone di scarico. 

Come si vele dunque, il fondo del cratere di Astroni non è così semplice, an- 
che topograficamente, come lo hanno descritto quelli che lo immaginarono costi- 
tuito da una sola grande cupola trachitica. Esso invece è formato da varî elementi, 
i quali, oltre che per forma, sono anche tra di loro diversi per struttura: e per ge- 
nesi. Per intendere quindi bene questa complessa parte centrale, fa d’uopo studiare 
singolarmente le diverse prominenze, da cui essa è composta. 


A. 


Prominenze dei Pagliaroni 


Le prominenze dei Pagliaroni, comprese tra la collina dell’ Imperatrice e la 
rupe della Caprara (vedi tav. VII), sono attualmente in modo così fitto ammantate 
dalla bassa e intricata vegetazione di felci, roveti cd edere, attorcigliantisi intorno 
ai grandi alberi, che non solo è quasi impossibile esaminare la natura del terre- 
no, da cui sono formate, ma è anche difficile scorgerne la esteriore configurazione 
topografica. Pure, sfidando le spine e profittando dei tagli, fatti nelle piante e nel 
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terreno dagli uomini e dai cinghiali, si possono a poco a poco seguire tutte le in- 
senature e i rialzi, in cui è modellata quella larga massa boscosa, e si possono 
anche intravedere le rocce predominanti, che la compongono. 

Così, percorrendo il viale di caccia, che dal sentiero dell’ ingresso va verso 
la Rotondella, passando lungo il cratere di Cofaniello, o scendendo in questo stesso 
cratere, oppure addentrandosi nella valletta, in cui è piantata la grande staccio- 
nata per i cinghiali, sempre e da per tutto si vede un grande ammassarsi di scorie, 
generalmente di colore violaceo o vinoso, come i lapilli descritti a pag. 24 e seg., 
oppure, più raramente, di color rosso di ruggine, o anche di una tinta gialliccia, 
come di terra d'ombra diluita nell'acqua. Alla superficie, e specialmente lungo il 
margine orientale del lago, si vedono anche degli accumuli di piccole pomici; 
così che a prima vista pare, che tutta la massa dei Pagliaroni non sia che un 
grande mucchio di scorie, qua e là coperto da un sottil velo di pomici. 

Ma, con un esame più attento e più prolungato si scorge, che le scorie non 
sono addussate le une alle altre, ma che generalmente sono fuse tra di loro e for- 
mano come una specie di scorza sopra banchi di roccia più solida e compatta ; così 
che in fine si comprende, che si ha da fare, non con scorie eruttate ed ammassa- 
tesi, ma con la parte superiore di un’ampia corrente di lava scoriacea, non molto 
diversa, nell’aspetto fisico esterno, dalla lava del Vesuvio del 1872, su cui si può 
camminare per ore e ore in mezzo ai grandi ammassi di scorie, che costituiscono 
la parte superficiale della corrente lavica. 

Quelle che dunque prima sembravano scorie diverse, gialle, rosse o violacee, 
insieme accumulatesi, non sono che differenziazioni di una stessa corrente di lava 
che a cominciare della Rotondella si è espansa verso sud, addentrandosi da un 
lato sotto i fianchi orientali de!l’ Imperatrice, spingendosi dall'altro fin quasi ai 
piedi della Caprara, e girando poi verso sud-ovest, fino a formare la sponda orien- 
tale del lago (vedi la carta geologica della tav. VII). 

Il tipo comune di tale corrente è quello d’una lava scoriacea di color pur- 
pureo o violaceo, quasi vinoso, sulla quale sono sparsi numerosi interclusi di fel- 
dispato, tabulari secondo (010) e di dimensioni eguali a quelle dei medesimi in- 
terclusi nella roccia della Caprara. Meno frequenti appajono i più piccoli inter- 
clusi di augite e le lamincette micacee, che risplendono con riflessi rossastri. Il 
tipo scoriaceo, rossastro o giallognolo, eccetto che nell’ apparenza esteriore del co- 
lore, non differisce da quello violaceo. Se ne stacca invece alquanto una varietà 
gialliccia, come di terra d'ombra diluita, che trovammo all’ inizio del viale di 
caccia, che dal sentiero dell'ingresso va verso la Rotondella, precisamente presso 
gl’inclusi a humboldtilite che qui appresso descriveremo. Questa lava è assai più 
compatta della varietà scoriacea prevalente nei Pagliaroni e mostra una spiccata 
struttura eutaxitica, poichè nella massa gialliccia chiara sono diftuse Schlieren 
più oscure, che ricordano alcune facies della Caprara o, meglio, della Rotondella, 
e che se non fossero intimamente conglobate e diffuse nella trachite gialla si po- 
trebbero quasi ritenere come inclusi di roccia estranea. Localmente anche queste 
varietà compatte passano ai tipi gialli scoriacei ed esse sono generalmente più ric- 
che di interclusi feldispatici di quelle. Avvertiamo fin d’ora, che esiste una spic- 
-cata analogia tra questo tipo compatto gialliccio dei Pagliaroni e i blocchi, che 
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si trovano nel fondo del cratere central» di Fossa Lupara 0 della Senga. nei limitrofi 
vulcani di Campana. Vedremo, che anche l’analisi mineralogica conferma questa. 
somiglianza. 

La maggior parte dei minerali, che costituiscono Ie lave dei Pogliani pre- 
sentano caratteri costanti, così che noi ne daremo qui un'unica descrizione, avver- 
tendo di volta in volta le divergenze degne di nota. Gl'interclusi di feldispato ap- 
partengono al san:dino sodico ed a miscele basiche di Ca e Na. Il primo ha a- 
spetto e caratteri come quelli già esposti nella descrizione della massa della Ca- 
prara ({=1.527). Anche i fedispati di Cz e Na, numerosi, appartengono alle 
med-sime miscele basiche, costituite essenzialmente da dif ywonit: con mieleo di bi- 
tornite-anortite. Le miscele più acide sono date da 2ubradorite. I termini di mag- 
giore basicità presentano i caratteri seguenti: 

su (901)—= 33° 
su (010) =33° 1 
(>1.577 
a <IUITI 


ossia con circa -90 °/, di An. Raramente x é alquanto inferiore a 1.566. Le estin- 
zioni più comuni su (001) sono comprese tra 15° e 35°, con 1.556 <r<=J07# 
(60-80 °/, 42). Crediamo di potere escludere la presenza di miscele acide sodifere, 
che difficilmente ci sarebbero sfuggite nelia sistematica separazione dei componenti 
e all'esame degli indici di rifrazione. Dubitiamo quindi dell'affermazione di Pa m- 
paloni, che riferisce il 30 °/, del fesdispato di Ca e Na, contenuto in queste rocce, 
al:‘oligoclasio. 1 feldispati basici sono zeppi di inclusioni vetrose assai più del fel- 
dispato alcalino; e anche qui appare evidentissimo intorno alla b.itownite il sut- . 
tile mantello di feldispato alcalino, che si presenta nel modo giù precedentemente 
descritto a pag. 40 (tav. I, fig. 2). 


Fra i pirosseni preva! le 1” augite verde intensa con estinzione di cé == 50°-52° 
su (010); e si notano inoltre prismi allungati e sottili di egirina-angite di colore 


verde erba cupo, con ce=60° circa. E invece scarso il pirosseno chiaro di tipo 
diopside, con angolo di estinzione minore, come si osserva nele rocce della Ua- 
prara. Inoltre nelle varietà giallognole compatte di Pagliarone, a struttura enta- 
xitica, è diffuso fra gl’interclusi un pirosseno verde giallogno o. alynanto p.eo- 
croico anche in sezioni sottilissime, con marcata struttura zonata. ln sezioni (010) 


notiamo al centro cc = 50°, e alla periferia ec=57*-60°. Pirosseni di spiccato. 
carattere alcalino si ritrovano, cone miuntissimi prismi, nella massa fondamen- 
tale, ed appartengono a un pirosseno giallo intenso di tip. akmite, ch», come è noto. 
dalle descrizioni di Rosenbusch, è abbvadante nel'a massa fondamentale di al- 
cune varietà trachitiche di Cuma. L’estinzione nella zona verticale raggiunge in. 
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questo pirosseno cc= 70°-72°; e i prismi, non tanto sottili, mostrano struttura zo- 


A 
nata con bordo a colore più intenso del nucleo e con cc maggiore. Nelle varietà 
spiccatamente scoriacee tale pirosseno è piuttosto scarso; 11 que.ie compatte gialle- 
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‘è invece assai più abbondante. La trachite gialla del fondo del cratere central» di 
Fossa Lupara contiene pure, nela massa fondamentale, micruliti di questo stesso 
pirosseno giallo di tipo akmite. : 

La mica fra gl interclusi è meno frequente dell'augite ed è quasi unica- 
mente rappresentata da una varietà a vivace colore giallo rossastro, con nutevo- 
lissimo ango!'o degli assi ottici, che, pur variando da lamina a lamina, è compreso 
come limiti estremi tra 71° e 86° (2E); i valori più comuni si aggirano into-no 
a 78°-80°. E una mea di seconda specie; ade b> a; b = giallo oro, 
c==tosso bruno intenso; 1.65 <B,r< 1.70. È la medesima biotite, che già ri- 
scontrammo nelle scorie violaceo dell ingresso ed in minor copia anche negli strati 
di lapilli vi lacci; questa biotite manca invece nella massa della Caprara e nei 
blocchi rigettati e sembra limitata ai prodotti cel cratere centrale. 

Fra i componenti accessorii ricorderemo l'epatite colle caratteristiche inclu- 
sioni bruno-azzurrognole, la maynetite sensibilmente Zitani/era, e raramente la so- 
dalite Si riscontra abbondante l ematite. Pa mpaloni cita fra gl’interclusi delle 
rocce del cratere scoriacco centrale abche l’amfibolo di colore verde chiaro giallo- 
gnolo, con estinzione di 15°, con marcato p'eocroismo e con birifrazione maggiore 
di quella del pirosseno ( ). Non risulta chiaramente da questi dati a quale varietà 
d’amfibulo l'autore voglia a ludere; negli esemplari di Pagliarone da noi esami- 
nati non ne trovammo traccia, come pure non riscontrammo l hauyna. 

La massa fondamentale è essenzialmence vetrosa nei tipi scoriacei, e nel ve- 
tro bruniccio bolloso sono sparse listerelle di sanidino e microliti di augite. in 
quantità assai variabili da scoria a scoria. La /eucite è rarissima, molte volte non 
se ne osserva, e per lo più sfugge anche all’osservazione microscopica, non essendo 
poi sempre agevole differenziarla dalla sodalite. Tuttavia, operando una sistena- 
tica separazione dei componenti mediante i liquidi pesanti, si riesce sovente a rin- 
tracciarne una piccola quantità. Anche la sodalite è rara e per lo più sembra al- 
terata. Nelle varietà compatte, giallognole, la massa è prevalentemente forinata da 
sanidino con microliti di augite, egirina-augite e magnetite; la quantità di ve- 
tro diminuisce notevo'mente. Anche in tale varietà la leuc:te e la sodalite sono 
estremamente rare, talora anzi sembrano mancare. Le schiieren più oscure hanno 
“composizione identica a quella delle più chiare; la massa è più minuta e mag- 
giormente ricca in componenti colorati, e furse con minore quantità di vetro. Ma 
in sezioni molto sottili questa apparenza a Schlieren scompare quasi iut eramente. 
Non mancano le segregazioni basiche costituite essenzialmente da bitownite e da 
‘augite verdognola. Manca in esse l'egirina-augite.. 

Nelle lave dei Pagliaroni abbondano quindi i tipi scoriacei a struttura porfi- 
rica, a massa prevalentemente vetrosa, i quali passano a vari:tà compatte ipocristal- 
line. Queste lave sono mineralogicamente e chimicamente poco dissimili dagli altri 
materiali di Astroni; ne differiscono tuttavia per la presenza di una biotite a forte 
angolo degli assi ottici, e forse per una maggior copia di picosseno alcalino giallo 
‘o verde (egirina-augite), sparso nella massa fondamontale. La natura chimica de] 
tipo scoriaceo violaceo, il più comune, non differisce essenzialmente da quel a della 
roccia della Caprara e degli altri materiali d' Astroni, come appare dall'analisi qui 


"sotto esposta. La maggior quantità di /,0, va in parte attribuita allo stato di al. 
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terazione della massa amorfa cd alla formazione di ematite. Anche queste lave 
sono trachiti andesitiche, e più precisamente vulsiniti ipocristalline, come dimo- 
streremo in seguito. x 
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Notammo l'analogia del tipo gialiognolo compatto dei Pagliaroni colle rocce: 
del fondo del cratere di Fossa Lupara. Anche queste rocce contengono minerali in- 
terclusi di bitownite-anortite, con orlo di labradorite, accanto al feldispato alca- 
lino; e nella massa abbondano i microliti pirossenici gia li di tipo akmite. Tutta- 
via nelle rocce di Fossa Lupara manca la biotite rossa a forte angolo 2E, e vi 
si trova invece frequente la titanite, che mai riscontrammo nei prodotti di Astro- ‘ 
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ni. La trachite gialla di Fossa Lupara è inoltre piuttosto ricca di sodalite. 
Inclusi metamorfici 


Percorrendo il viale di caccia, che traversa da sud-est a nord-ovest la bosca- 
glia dei Pagliaroni, a poco più di un centivaio di metri dall’ imbocco di esso sullo 
stradone circolare, di fronte al sentiero dell’ ingresso, e propriamente là dove il viale 
stesso è inciso per qualche metro di profondità nel terreno, si osserva che questo, 
per l'estensione di alcuni metri quadrati, è costituito da una roccia, del tutto 
diversa dalla lava scoriacea qui innanzi descritta e molto simile invece ai fram- 
menti di rocce metamorfiche, inclusi nelle scorie della grande cinta esterna, presso 
l'ingresso, indicati a pag. 28. 

Questa plaga di roccia (alla quale simili forse ne esisteranno anche altre in 
altri punti dei Pagliaroni) non è dunque che un grande frammento di quello stesso 
materiale metamorfico, di o.igine sedimentaria calcarea, che la lava ha strappato 
alla sua area di contatto e ha traspertato nella sua eruzione fino alla superficie: 
essa dunque ci dà qualche indizio del punto di provenienza di questo magma erut- 
tivo e deile condizioni fisiche della sua permanenza in profondità. A 

Di questi inclusi metamorfici il Lacroix ha data una chiara e completa de- 


Lr — 
scrizione, che riportiamo integralmente (Zes enclaves des roches volcanques, pag. 326): 
« À l'oeil nu, en outre de la humboldtilite, on distingue de l’augite. Dans les 
nombreuses cavités de la roche, se trouvent de fines aiguilles transparentes d’a- 
patite, et des prismes fibreux de phacélite. Par places, la humboldtilite est colorée 
en jaune rougeàtre. Les cristaux fort nets présentent les formes p (001), (110), 
h' (100), 4° (310), 5'(112); ils sont aplatis suivant la base, leur coloration est sou- 
vent plus intense à leur périphérie qu’ leur centre. Quelques échantillons sont 
parcourus par des veines noires, à pàte fine et rugueuse, dans lesquelles se distin- 
guent, à l’oeil nu, des aiguilles blanches d’apatite et de phacélite. Au miero- 
scope, la humboldtilite se montre en grands cristaux, à un axe négatif, présen- 
tant un clivage basique grossier, mais très répété. La biréfringence est plus grande 
sur les bords des cristaux qu’ au centre; et d’autant plus grande que le minéral 
est plus coloré. J'aurai l’occasion de revenir dans un prochain travail sur les 
variations de biréfringence de ce minéral. Dans les varietés colorées, le minéral 
est en lames minces d’un beau jaune d'or et trés pléochroique avec: n, — jaune 
d’or:n,= jaune pàle. Les inclusions vitreuses à bulles sont trés abondantes: elles 
manquent au contraire dans le pyroxéne; celui-ci est une augite verte pléockroique 
dans les teintes vertes et jaunes. Ce minéral semble étre contemporain de la hum- 
boldtilite, il possède généralement des formes nettes. L'apatite en longues baguettes 
est englobée par les minéraux précédents et s» trouve également dans les géodes. 
C'est dans ces conditions que se présente la phacélite en cristaux, renfermant 
des inclusions vitreuses en forme de longs canaux, ou des aiguilles d'augite orien- 
tées parallélement è l’axe vertical des prismes hexagonaux. Enfin, les interstices 
miarolitiques de la roche sont souvent comblés par de la leucite, sans formes di- 
stinctes, montrant très nettement les macles polysynthétiques. C'est ce méme mi- 
néral qui va étre caractéristique des veines noires dout Jai parlé plus haut. Elles 
sont, en effet, essentiellement constituées par de la leucite, soit en grandes plages, 
soit en cristaux globuleux pressés les uns contre les autres et moulés par un 
mélange de haiyne et de humboldtilite, ou bien encore par de grandes plages 
de humboldtilite. La haîyne, avec ses longues inclusions noires, entrecroisées en 
forme de grillage. est incluse dans /a leucite ou disséminée, comme nons venons 
de le dire, dans l’intervalle des cristaux de ce méme minéral. Elle forme alors des 
cristallites, très allongés, souvent gréles et parfois contournant d’une facon étrange 
les mineraux plus anciens qu'elle: la humbo!dtilite qui se trouve dans ces assem- 
blages est criblée d’inclusions ferrugineuses opaques parfuis palmées, donnant au 
minéral un aspect scoriacé. Ces inclusions manquent généralement dans les grands 
cristaux de humboldtilite qui ne sont pas accompagnés d'haiiyne. Le pyroxéne 
existe aussi dans ces agrégats soit en grand cristaux, soit en longues baguettes 
ressemblant a d’ énormes microlites. Frequémment è sa périphérie, il se transforme 
en oegyrine. Enfin un peu de labrador s’observe, par places, en petites plages po- 
stérieures è la leucite. L’apatite, la phacélite généralement calcifiée sont assez 
abondantes. Cette roche noire est presque toujours imprégnée de calcite secondai - 
re; elle présente des aspects très variés suivant que la leucite est plus ou moins 
abondante et que son ciment cristallin est lui-méme plus ou moins developpé. Il 
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existe des passages insensibles entre ces veines noires et la roche à humboldti- 
lite dominante. Cette dernière roche posséde les caractères extérieurs et la com- 
position minéralogique (pyroxène et humboldtilite) des scories fréquentes dans 
les fours è chaux où l’on cuit des calcaires siliceux. Il est donc certain que les 
roches que je viens de décrire sont le résultat de la transformation de calcaires, 
sous l'action d'une roche volcanique dont les veinules noires leucitiques sont, sans 
doute, les témoins endomorphisés ». A questa descrizione ben poco abbiamo da 
aggiungere. Noteremo soltanto, che oltre la labradorite, scarsissima, citata dal 
Lacroix, trovammo, nella porzione che si separa tra 2.50 e 2.59, piccola quan- 
tità di feldispato alcalino, facilmente distinguibile dalla facellite, colla quale si 
trova mescolato. La facellite inoltre è identica a quella dei blocchi del Somma, dove 
venne per la prima volta rinvenuta e descritta da Eugenio Scacchi. Deter- 
minazioni approssimative della rifrazione di questo minerale ci hanno dato per w 
un valore all'incirca eguale a 1.527 (# 0.002). Il pirosseno di questi blocchi è 
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egirina-augite, con cc — 66° nel nucleo e cc == 72° alla periferia, su (010). Il 
contenuto in 720, di questo pirosseno non supera l°/,- 


B. 
Toppo della Rotondella 


Nell’Italia meridionale si chiama #0pp0 o tuppo (analogamente all’ inglese op, 
al pàli ipo, al sanscrito stZpa, al greco. più estensivo, toros, etc.) ogni promi- 
nenza di terra non molto elevata, di forma tondeggiante: tale nome hanno anche, 
e lo portano con pieno diritto, le due colline della Rotondella e dell’Imperatrice; 
anzi la prima, a maggiormente specificare la sua forma, porta anche il nome 
proprio di Rotondella. Infatti questa collina, lunga alla base appena un centinaio 
di metri e alta non più di una ventina sul suolo circostante, coperta com'è da 
folta vegetazione, a mala pena si distacca aal fondo del cratere sotto forma d’una 
picco'a verruca tonda. 

Quando la si ascende dal piano nord, dalla parte della Vaccaria, tra gli in- 
trichi delle radici si scorgono delle sporgenze rocciose d'una trachite grigiastra 
e porosa, coperta alla superficie da una gros:a crosta d’alterazione gialliccia: al- 
trettanto si vede nei fianchi occidentali e orientali e nella breve spianata della 
sommità. Ma la parete meridionale invece è tutta rotta verticalmente e priva di 
bassa macchia spinosa, così che mette chiaramente a nudo la costituzione della 
collina, rappresentata da un ammasso cupolare di lava trachitica , che in quel 
punto è segmentata, per scomposizione propria, in grossi blocchi irregolari, i quali 
vengono poi vieppiù staccati l’uno dall’altro mediante le radici' degli alberi, in- 
cuneantisi tra essi, e l'alterazione chimica, discendente con l'acqua lungo le nu- 
merose e ampie spaccature. La roccia essa stessa, molto porosa, e simile per com- 
posizione e struttura alla lava dei Pagliaroni, dà facile opera ai dissolventi a- 
genti atmosferici. 
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Questa massa lavica della Rotondella topograficamente è molto limitata: a 
nord essa non giunge neanche ad urtare i fianchi interni della cinta, ma è su- 
bito ricoperta, al pari che a est e ad ovest, dai materiali di alluvione accumu - 
latisi nell’atrio; a sud, appena al limite dell’insenatura che la divide dall’ Im- 
peratrice, è ammantata dalle pomici e dai tufi di questa: solamente a sud-est 
essa offre continuità con la corrente di lava scoriacea dei Pagliaroni. Siccome poi 
la composizione e la struttura delle due lave offre molta simiglianza, se ne può 
dedurre, che lo stesso magma, il quale dapprima, più soluto e fuso, si espanse 
nella fluida correate scoriacea dei Pagliaroni, poi, col perdere di vapor d’acqua e 
di calore, ebbe sbocchi più densi e pastosi, che si restrinsero e sì accumularono 
su sè stessi, a formare la cupoletta lavica della Rotondella. 

La roccia della Rotondella ha, come s'è detto, colore grigiastro, anche vio- 
laceo nelle parti più fresche, gialliccio in quelle più alterate, e in essa, più che 
nelle lave della Caprara e di Pagliarone, sono abbondanti le segregazioni feldi- 
spatiche, accanto alle quali si scorgono appena l’augite e la biotite. 

I cristalli di /e/dispato alcalino sono largamente tabu!ari secondo (010) e al- 
lungati secondo a; in essi è costante la geminazione secondo la legge di Carlsbad 
e la rifrazione corrisponde a quella del sanidino delle rocce della Caprara e di Pa- 
gliarone. Così dicasi per i /eldispati di Ca e Na, che in cristalli più piccoli sono 
anch’ essi numerosi e presentano il solito e sottile mantello di sanidino. Essi vanno 
riferiti a miscele di bdifowmite e hitownite-amortite, e soltanto la stretta zona pe- 
‘ riferica è costituita da /abradorite Ab, An,. Raramente e' si avvicina a 1.556, ma 
ne resta quasi sempre nettamente superiore, con y — 1.568 e talora y =>1.578. 


Gl’interclusi di 4ugite-verdognola mostrano su (010) cc =49°-50° ma non man- 
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cano varietà di colorazione intensa con cc= 57°. Tipi alcalini si ritrovano nella 
massa fondamentale, dove i microliti intensamente verdi, o più spesso d'un giallo 


vivo, presentano un massimo di estinzione, nella zona verticale, di ec=77°. 

La maggior parte della diotife che costituisce gl’interclusi appartiene alla 
varietà a forte angolo 2E (circa 80°). Tuttavia accanto a questa mica si trova 
anche la comune varietà bruna, simile a quella delle rocce della Caprara e dei 
blocchi. Fra i componenti accessori notiamo l’apatite e la magnetite titanifera: la 
leucite è rara, sfugge generalmente all’osservazione microscopica delle lamine sot- 
tili e si ritrova all'esame della porzione leggera, che si separa dalle soluzioni pe- 
santi. 

La massa fondamentale è ipocristallina, e sul vetro bruniccio sono numerosi 
i microliti di sanidino e di egirina-augite, accompagnati da magnetite. La so- 
dalite è piuttosto rara. 

Chimicamente la lava della Rotondella è analoga a quella della Caprara e 
di Pagliarone; e con quest'ultima l'identità è anche mineralogica, trovandosi in 
entrambe frequenti l’egirina-augite nella massa e la biotite a forte angolo 2E. 
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E quindi anch'essa una trachite-andesitica ipocristallina, e precisamente una vu/- 
sinite. Ecco i risultati dell'analisi: 
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Toppo dell’Imperatrice 


Il toppo dell’Imperatrice, che è il colle più alto e più grande tra gli interni 
rilievi degli Astroni, è quello che, per tale ragione, ha dato il nome a tutto quanto 
il prominente gruppo centrale e che è stato così spesso falsamente descritto, per- 
chè gli si è attribuita quella costituzione lavica massiccia, che presenta solo la 
Rotondella; e si è quindi detto, che la parte centrale di Astroni è rappresentata 
dalla grande cupola lavica dell'Imperatrice, la quale nell’erompere alla superfi- 
cie avrebbe, secondo i sostenitori della teoria del sollevamento, rialzato ai suoi 
margini la cinta ad anfiteatro e formato così il grande recinto craterico. 

Ma invece questo toppo dell’ Imperatrice, tutto formato da materiale frammen- 
tario, al pari di ogni altro cono eruttivo originatosi per esplosioni, con la sua 
stessa costituzione toglie ogni sostegno a quella, già per sè stessa insostenibile, 
ipotesi, che spesso, come in questo caso appunto, è partita da false premesse. 

Topograficamente l’Imperatrice è rappresentata da una collina oblunga, diretta 
da nord-ovest a sud-est (v. carta geologica cella tav. VII), lunga circa 700 e non 
più larga di 400 metri, alta circa 60 m. sul livello del lago e poco più di 70 su 
quello del mare. Essa è nettamente limitata: a nord dall’insenatura, che la se- 
para dalla Rotondella, a ovest dal piano ondulato dall’ atrio, a sud dall’ attuale 
lago, a est dal disseccato piccolo bacino lacustre di Cofaniello e dalla limitrofa 
valletta. Guardandola dal lago, si vede bene il suo distacco dalle finitime basse 
prominenze dei Pagliaroni (v. fig. 1 della tav. V). Il dorso è egualmente tondeg- 
giante nella parte superiore e nei fianchi settentrionali, occidentali e meridionali : 


claggre di 
invece è concavo e ripido ad oriente, quasi ad indicare la parete interna di un 
cratere, rappresentato probabilmente dal profondo imbuto di Cofaniello. 

Tutta la collina è splendidamente rivestita di alta vegetazione arborea e di 
intricata mac-hia bassa, ad eccezione della estrema falda sud-est, prospiciente il 
lago e l’ingresso, la quale è alquanto erosa e denudata, al pari di tutte le plaghe 
dei Campi Flegrei rivolte a sud ed esposte all’azione devastatrice dei venti piovosi 
salienti dal mare. 

In qualunque punto dell’Imperatrice si ponga il piede, per poco che si guardi 
con attenzione si finisce con scorgere, sotto la coperta fitta di humus e tra l’in- 
trico delle radici, che il materiale costitutivo prevalente è di natura frammentaria ; 
ma dove poi tale costituzione si rivela in modo irrefragabile è nella suddetta estre- 
ma pendice sud-est, la quale fin dal belvedere dell'ingresso permette di scorgere 
la sua parete denudata, che col caratteristico color bianco rivela già da lungi la 
sua formazione di tufi e di ceneri: la quale poi da basso è così evidente, che reca 
meraviglia, come molti osservatori, ed esperti e coscienziosi, abbiano potuto im- 
maginare tutta la collina come formata da solida trachite. 

Salendo dal sentiero, che va lungo il margine settentrionale dell’ attuale lago, 
si può esaminare benissimo questa parete meridionale dell’ Imperatrice, lungo una 
sezione di circa quarantina di metri d'altezza. In basso, verso oriente, si hanno 
del banchi di scorie o di lava scoriacea, che rappresentano la continuazione dei 
Pagliaroni, dianzi descritti: su queste scorie si elevano dei distintissimi strati di 
tufi, pomici, pozzolane (v. fig. 2 della tav. V) e altri materiali frammentarî, con- 
tenenti inglobate scorie nerastre e blocchi rigettati: strati che rassomigliano molto 
a quelli dal grande recinto e che costituiscono tutta l’Imperatrice. Noi indiche- 
remo brevemente le varie sorta dei materiali componenti, così come abbiamo fatto 
anche per quelli della cinta est-riore. 


Agglomerati e Tufi 


Gli agglomerati e i tufi dell’Imperatrice rassomigliano molto, come s'è detto, 
nella loro apparenza esteriore a quelli del grande recinto, giacchè si presentano 
identicamente stratificati in banchi sottili di color gialliccio o grigio molto chiaro, 
con simili inclusioni di scorie e di blocchi rigettati (v. fig. 2 della tav. V); ma, 
esaminandoli più da presso, si vede, che la simiglianza è solo parziale ed appa- 
rente, perchè qui non avvien mai di trovare dei tufi così compatti, come quelli che 
abbiamo descritto per la cinta esteriore, a pag. 12 e seg., ma piuttosto si riscontrano 
generalmente delle pozzolane alquanto coerenti e dei lapilli diversamente stratificati 
e insieme ammassati, a formare dei banchi, che però molto facilmente franano e 
facilmente si sgretolano sotto i colpi del martello, in guisa che riesce difficile po- 
ter raccogliere un vero campione di tufo: ciò che certo non si può dire pel mate- 
riale del grande anfiteatro. Inoltre qui tra i materiali costituenti gli agglomerati 
spesseggiano le ceneri e i lapilli, quantunque neanche scarseggino le pomici, che 
tanta parte assumono nella costituzione della grande cerchia esterna. 
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Quando le ceneri, le pozzolane e i lapilli sono in certa guisa cementati, for- 
mano degli straterelli di rocce grigie o gialliccie, che per la loro composizione 
mineralogica complessiva in nulla diversificano dai tufi compatti della grande cer- 
chia. Constano cioè di frammentini di minerali diversi e di minuti lapilli di pomici, 
di ossidiane e di varie trachiti, insieme cementati da ceneri pumicee. Fra i fram- 
mentini minerali stanno in primo luogo i feldispati: tanto l’aleslino (x=1.527; 
a= 1.521), quanto le miscele basiche /ebradorite-bitomnite-anortite. Anche qui 
soltanto il bordo dei cristalli è costituito da labradorite A48,4n,(a =>1.555, 
ma generalmente a > 1.566 e Y < 1.576, e talora v=>.1. 576). Fra i minerali 


colorati predomina l’augite verdognola con cc =48°-50° su (010). Meno frequente 


vi sì trova un pirosseno a colorazione più intensa, con cero su lamine di 
sfaldatura (110). La diotite appartiene alla varietà bruna con 2E = 40°-46°. Manca 
la biozite rossa a forte angolo 2E, caratteristica delle lave di Pagl'arone e della 
Rotondella. L’olvina e la sodalite sono eccezionalmente rare; più frequenti sono l’a- 
patite e la magnetite titanifera. Non trovammo leucite. Tra i frammentini lapillosi 
predominano le pomici; meno frequenti sono le ossidiane più o meno ricche di mi- 
croliti e le ossidiane a vetro bruno con segregazioni di feldispati basici. La natnra 
del vetro tanto delle pomici quanto delle ossidiane corrisponde a quella più volte 
ricordata parlando dei tufi cella grande cerchia. Fra i frammentini lapillosi tra- 
chitici predominano le varietà sodalitiche e quelle di tipo trachidoleritico. 


b. 
Pomici ossidiane e scorie 


Come sotto forma di lapilli, a costituire i tufi, così anche sotto forma più 
vistosa non scarseggiano nella collina dell’Imperatrice le pomici, che abbiamo viste 
così abbondanti nella grande cerchia esterna. Esse non mancano mai del tutto, ma” 
a volte qui sono meno appariscenti, entrano come un componente più esiguo nella 
composizione degli agglomerati, e formano dei banchi molto più limitati, per 
estensione e spessore, e anche per grandezza degli elementi. Alquanto più scarse 
invece sono le ossidiane, di cui però qualche frammento pur si ritrova, caratte- 
rizzato a volte da quella forma poliedrica, e più specialmente tetraedrica, che, come 
abbiamo innanzi detto, si trova poi bene sviluppata nelle bombe dei viciui crateri 
di Campana, riproducendo quivi le note forme delle classiche bombe di Vulcano. 
A differenza delle ossidiane sono abbondanti invece le scorie, nere e spugnose, che 
da per tutto si trovano impigliate nella massa degli agglomerati dell’ Impe- 
ratrice. 

Questi diversi prodotti in nulla differiscono dalle pomici, dalle ossidiane e 
dalle scorie, che entrano nella compagine della grande cerchia, tanto che crediamo 
inutile il ripeterne qui una minuziosa descrizione. Vi si ritrovano i medesimi in- 
terclusi di fe/dispato alcalino e basico (labradorite-bitomnite-anortite). Meno fre- 
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quenti appajono gl’interclusi di 2ugete verde | cc == 48°-50° su (010)], e di diotite 
hruna, accompagnate da magnetite e da apatite. Nella massa vetrosa delle pomici 
sono piuttosto scarsi ì microliti di sanidino e di augite, mentre questi abbondano 
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in alcure ossidiane, fra cui avvene alcune assai ricche in microliti di sanidino, 
intorno ai quali il vetro è più oscuro, le quali passano gradatamente a jalotrachiti. 
Talora il vetro maggiormente carico di microliti e di magnetite forma Schlieren 
nelle varietà eutaxitiche. Il vetro di queste ossidiane e delle pomici ha rifrazione 
all'incirca eguale a 1.515, talora compreso tra 1.515 e 1.521. Quindi anche per 
questo carattere si ha perfetta analogia coi medesimi prodotti della grande cerchia. 
Così dicasi per le scorze, che constano di trachiti andesitiche (vulsiniti) bollose, ne- 
rastre, ipocristalline, piuttosto ricche in sodalite e a interclusi di sanidino, bitow- 
nite, augite, biotite bruna, con apatite. magnetite. sodalite, e forse in qualche 
varietà anche leucite. 


Blocchi rigettati 


I frammenti di rocce inclusi negli agglomerati dell’Imperatrice si trovano 
qui allo stesso modo che nelia TRA RA esterna, con la sola differenza che 
i blocchi non raggiungono le dimensioni molto grandi, che a volte si riscontrano 
là: ciò che è naturale, data la minore potenza delle esplosioni. 

Essi appartengono quasi esclusivamente alle varietà chiare, cenerognole, che 
abbiamo visto essere tanto frequenti fra i blocchi della grande cerchia. La com- 
posizione mineralogica e la struttura in nulla differiscono da quelle già descritte. 
Predominano i blocchi con ornedlenda bruna, frequente tanto nella massa fonda- 
mentale quanto fra gl’ interclusi. Rara è l’olivina, piuttosto scarsa la buotite e for- 
temente corrosa dal magma. L’«ugite, che è il minerale colorato prevalente, appar- 


tiene alla varietà verde chiara o verde giallognola con cc = 48°-53°, talora con 
zone periferiche di egirina-augite, la quale si trova diffusa nella massa fondamen- 
tale di alcuni blocchi. Fra i feldispati interclusi abbondano, oltre al sanidino, le 
miscele basiche di /abradorite-bitowmite-anortite, e questi interclusi basici sono cir- 
condati da sottile mantello di sanidino. La massa olocristallina, a struttura listi - 
forme fluidale del sanidino, è per lo più ricca in sodalite. Riscontrammo le solite 
segregazioni basiche, come le già descritte a pag. 41; e nelle cellette miarolitiche 
si annidano sovente cristalli limpidi di sodalite | 110{, allungati secondo ‘un asse 
trigonale e geminati nel modo caratteristico. 

Sono rarissimi i blocchi di trachiti nerastre; e non riscontrammo, probabil- 
mente a causa delle loro rarità, i blocchi compatti afanitici di tipo trachidoleritico, 
Si trovano invece alcuni blocchi grigio-giallicci a struttura porfirica olocristal- 
lina, con rari interclusi di sanidino e, più frequenti, piccoli interclusi basici di 

A 
bitownite, e con pochi interclusi di biotite e di augite chiara (cc =44°-47°). La 
massa di questi blocchi è costituita da liste tozze di feldispato alcalino, accom - 
pagnate da una piccola quantità di feldispato di Ce e Va, con numerosi cristalli 
idiomorfi di augite e di biotite: quest’ ultima qui assai più abbondante che nei 
comuni blocchi di Astroni. È certo che anche questi blocchi rappresentano un 
tipo alquanto più basico di quello prevalente nel nostro cratere. 


RIASSUNTO DELLA NATURA E DISTRIBUZIONE DEI MATERIALI 


Nelle pagine precedenti abbiamo a mano a mano visto, che il magma erut- 
tato dagli Astroni ha assunto quasi tutte le forme di consolidazione offerte dalle 
rocce eruttive: cioè dalle minutissime ceneri sciolte, passando per le pozzolane, i 


lapilli, i tufi teneri, i tufi compatti, le pomici, le ossidiane, le scorie, fino alle 


lave scoriacee e alle lave massicce. Prevalente di gran lunga in queste forme sono 
quelle frammentarie e agglomeratiche, che costituiscono tutto il grande recinto 
esterno e l’interna maggiore collina dell'Imperatrice; la lava scoriacea in corrente 
forma soltanto le limitate prominenze dei Pagliaroni, e la lava massiccia costi - 
tuisce solo la piccolissima cupola della Rotondella. A ciò bisogna aggiungere la 
massa lavica della Caprara, incastonata negli agglomerati del recinto esteriore, la 
quale però secondo ogni probab lità è di formazione anteriore a quella delle eru- 
zioni di Astroni propriamente dette. 

Queste varie forme di materiali hanno composizione chimica e mineralogica 
fra loro molto simili, e ci presentano un tip9 litologico ben definito e costante, 
sommamente caratteristico pel nostro cratere, che sta tra le comuni trachiti acide, 
sanidiniche-biotitiche, e le andesiti; con alcune varietà , che per la maggiore ba- 
sicità e pei speciali caratteri mineralogici stanno piuttosto tra le trachiti e le 
tefriti. 

In tutte le rocce di Astroni sono infatti abbondantemente rappresentate le 
miscele basiche labradorite-bitownite-anortite accanto al sanidino sodico. In al- 
cuni blocchi, che abbiamo ascritti al tipo trachidoleritico, tali feldispati basici so- 
stituiscono, tra gl’ interclusi, quasi completamente il sanidino ed entrano anche 
nella composizione della massa fondamentale. Inoltre la sodalite è un componente 
quasi costante, talora abbondante; e frequente trovasi pure l’olivina e la leucite. 
sebbene in quantità piccole. 

Chimicamente le rocce di Astroni sono caratterizzate pel medio contenuto in 
SO, , inferiore a quello delle tipiche trachiti, notevole quantità di 4/,0,, medio 
contenuto in ferro, poco 7/70, mentre è sensibile il contenuto ini 040 e notevole 
la proporzione degli alcali, fra i quali il potassio è fortemente prevalente sul 
sodio. 

Nelle seguenti tabelle sono riassunte le composizioni mineralogiche e chi- 
miche delle rocce del nostro cratere (tabella A a pag. 57), descritte nelle pagine 
precedenti, e vi è inoltre riportata la composizione chimica di rocce analoghe di va- 
rie località, che ci serviranno per opportuni confronti (tabella B a pag. 59). 
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Per questi caratteri mineralogici e chimici le rocce del nostro cratere tro- 
vano esatta corrispondenza con alcune della regione di Bolsena, che recentemente 
vennero con precisione distinte dal Washington col nome di Vu/sini (Italian 
Petrological Sketches, 1, 2e5; Journal of Geology, vol. IV, pag. 552 e 849, e 
vol. V, pag. 356-360). Le vulsiniti di Bolsena, come le rocce di Astroni, con- 
tengono in quantità notevole un feldispato basico, labradorite-anortite, accanto al 
sanidino, e fra gli elementi colorati vi predomina l’augite; con minor frequenza 
vi si trova la biotite, l’orneblenda bruna ed eccezionalmente l’olivina. La massa 
fondamentale olocristallina, a struttura trachitica, precisamente come nelle rocce 
di Astroni, è essenzialmente composta da liste di sanidino sodico, con alquanta. 
augite, magnetite ed apatite. Nelle vulsiniti di Bolsena vi è anche la titanite, che 
manca completamente in quelle di Astroni; sembra invece che in quelle manchino 
la leucite e la sodalite. Come appare dal confronto delle analisi, anche ia com- 
posizione chimica corrisponde esattamente a quella delle rocce di Astroni. 

Col progredire degli studi petrografici si sono stabiliti in questi ultimi anni 
dei tipi intermediari di rocce fra quelli delle classiche famiglie litologiche, pro- 
ponendo dei nomi speciali per quei tipi intermedii, che, tanto mineralogicamente 
e chimicamente quanto geologicamente, sono meglio definiti e rappresentati. Nè 
vi sarebbe a temere troppo di creare confusione nella nomenclatura petrografica, qua- 
lora si usasse con giusto criterio e discernimento di questa facoltà. Il Loewin- 
son- Lessing, che è fra i maggiori oppositori all’eccessiva introduzione di nuovi 
nomi, a pag. 297 dei suoi interessanti Studien dber die Eruptivgesteine, pubblicati 
nel Compte Rendu del VII Congresso Geologico Internazionale, tenuto a Pietroburgo 
nel 1897, combatte l'adozione del nome Vu/sizite, proponendo di chiamare semplice- 
mente queste rocce col nome di Trachiti andesitiche. 

Tuttavia parecchi altri tipi litologici, caratteristici di altri vulcani, presen- 
tano tipi intermedi tra le trachiti e le andesiti, pur differenziandosi con suffi- 
ciente nettezza, tanto mineralogicamente quanto chimicamente, dalle rocce di Bol- 
sena e di Astroni: come ad esempio alcune trachiti basiche dell’ Alvernia, del 
Siebengebirge, degli Euganei e degli stessi Campi Flegrei. E inoltre il cratere 
di Astroni ci presenta così bene sviluppato, definito e costante questo tipo litolo- 
logico, che crediamo opportuno conservare per esso il nome di Vu/sinite, come venne 
proposto dal Washington per le analoghe rocce di Bolsena. 

Allo scopo ora di stabilire il posto, che nelle recenti classificazioni chimiche 
occupano le rocce di Astroni, e di confrontarle colle rocce analoghe di altre lo- 
calità, coll'ajuto di opportune formule e diagrammi, preparando così i dati per più 
estesi confronti coi materiali degli altri crateri flegrei, quando le successive ri- 
cerche ce lo permetteranno, esponiamo nella tabella seguente (tabella C a pag. 613 
i rapporti molecolari (colonne 4), dedotti dalle analisi centesimali delle nostre 
rocce, ridotte a 100 previa deduzione di 2,0, C/ e 2,0,. Il biossido di titanio è 
unito a ,820,, e MnO è unito a Ze0 (colonne 4). Nelle colonne c sono esposti i 
rapporti molecolari ridotti a 100, col ferro intieramente calcolato come 70. 

Le formule esposte nel successivo quadro (tabella D a pag. 61) sono quelle 
del Loewinson-Lessing (Studien aber die Eruptirgesteine) e dell’Osann [ Versue 
ciner chemischen Classification der Eruptivgisteine: 1.° Die Tiefengesteine; 2° Die 
Erqussgesteine (Tschermak's Mineral. u. Petrogr. Mitth., Bd. XIX, p. 352, e Bd. 
XX, p.399, 1901.1902)]. Le prime sono dedotte direttamente dalle proporzioni 
molecolari delle colonne 2, le seconde dalle stesse ridotte a 100 (colonne c), in cui 
il ferro è calcolato intieramente come /7e0. | 
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di po trachidoleritico 
e | Pe i ZZTZzz_[]l]°?—°!@|@»©Ò©qPRmlumTt;:I _ _— 
a 6ò c a 65 e a b e a b | e a | 6 e 
Sio, 58,07 | 96.78| 66,0 | 58,18| 96,97] 662 | 5782] 96.37] 659 | 58,90| 98.17 669 55,95 | 93,25 | 63,5 
T:0, pargse i popo | 0,08) LT del ost) — fozol osti 1 067) 0841 — 
AL,0;s 19,56 | 19,18] 13,0 | 18,98] 18,61) 12,6 | 19,52| 19,14| 12,9 { 20,00| 1960 n $ 20,04 | 19,65 13,2 
a 0 I 4410 275) — 4 50) 160) — | 099 068) —L 251] 157] — 
| zeO 1,64) 2,28| 44 1,19) 165) 494 215| 800) 411 2,39) 83,32; %: 3.161 439| 49 
M90 1,18| 2,95| 20| 121| 302) 20f 106! 2,65) 18| 091! 227| 1é| 1,94| 485) 32 
Cao 4,11) 7,34 4,9 3,87| 6,91 4,7 4,18) 7.46 5,1 3.70] 6,60 4, TAUD ehi 6,1 
Na,0 3,14] 506| 34] 319) 5.4) 35] 356] 574) 39] 362| 584 ni 3,60 |: 5,81| 39 
K,0. 8,75] 9,81) 68] 847) 901) 61] 875) 9831) 63| 919° 9,79 6,7 103) 747) 5,2 


| | nà i la | 
100,00 |145,32 | 100,00 Sc gni 100,00{100,00 | 145,84 | 100,00 100,00 mne 100,0/100.0 146,95 | 100,00 


Formule secondo Osann 


e... 


: Aos (0A Fs Ns 
LIRA ATE Seo,a Ag C, Fi N35 
Rotondella . Î65,9 Aa 5 Cos Fg N, 
Pomice . PERI RI RE SU Aios (0A Los Mii 
Blocco rigettato di tipo trachidoleritico . . 595 Ag Cn Fs Ns 

SLI 
n- 
Formule magmatiche Loewinson-Lessing 
RO | Riast'sonlero; R.0;| S0-4 .@ 8 |Ro:R0 
Scapa 0. ar] 21 | or fiz0| 1. | 462]214 | 60 { 1:0,88 
=\Pagliarone. . . . .| 26 | 2,1 | 9,7 | 1,24 1 |4,62 { 2,18 | 49 | 1:088 
È Rotondella. . . . .{ 28 2,1 9,7 1,39 1 4,62 { 2,15 50 1:0,87 
nigi iRomena:. |... 0... 28 2,0 9,9 1,40 1 4,95 | 2,23 49 1:0.78 
D» Blocco trachidoleritico . | 3.2 ZII 9,4 1,52 1 4,48 1,97 56 1: 1,98 
Vulsinite, Bolsena . . .| 2,4 29 98 | 1.09 Il 4,46 | 2,17 
Vulsinite, Vetralla . . .{ 2,9 2;1 9,6 | 1,38 Ì 457 | 2,08 
Jalotrachite, Concola. . .| 3,2 2,1 94 { 15 1 4,5 2,00 56 1:1,2 
» » EEA 2,8 2 94 1,3 l 4,3 1,98 54 Lal 
» » Prati Rn] MA 2,2 95 4 1,2 1 4,3 2,02 52 ILL A 
| Arso, Ischia (Ciminite). .| 33 2,0 9,6 | 1,65 1 4,8 2,08 55 A 
Gianitettp: 3! AU n, 3,3 2.1 94 Rorà 4,48 1,95 57 1:13 
Bunaltito, Mio Moll 2,7 2,3 9,9 ,,20%4- d 4,37 | 208 50 JeSti 
iam | ce ee 


U-paio 


Fra i diversi metodi grafici, recentemente proposti per rappresentare la com- 
posizione chimica delle rocce, abbiamo scelto (vedi fig. 1 a pag. 60) i diagrammi 
del Brògger, per la loro evidenza, unita alla rapidità nel costruirli e al fatto 
che non sono basati sopra ipotesi teoriche, riguardo all’aggruppamento dei com- 
ponenti (Brògger, Das Ganggefolge des Laurdalits, Kristiania 1898, pag. 255). 

Esaminando le formule ed i diagrammi esposti, appare con evidenza l’identità 
tra le rocce di Astroni e le vulsiniti di Bolsena e di Vetralla. Questa identità, oltre 
che pei tipi analizzati della Caprara, di Pagliarone, della Rotondella, delle po- 
mici e delle ossidiane, possiamo per analogia estenderla alla maggior parte dei bloc- 
chi rigettati, la cui composizione mineralogica vedemmo essere analoga a quella 
dei materiali autogeni del nostro cratere e in tutto simile a quella delle note vul- 
siniti. Tra le poche rocce di altri vulcani fiegrei, delle quali ci sono note buone 
analisi chimiche e mineralogiche, nessuna si avvicina al tipo Astroni al pari 
delle vulsiniti di Bolsena e Vetralla, descritte dal Washington. 

Maggiore corrispondenza sembrano invece trovare, nella stessa regione flegrea,. 
le rocce di tipo alquanto più basico, che costituiscono i pochi blocchi compatti, 
afanitici, senza apparente struttura porfirica, che abbiamo distinti come trachi - 
doleriti. Chimicamente differiscono dalle vulsiniti pel rapporto .V4,0: K0(2=3.5 
nelle vulsiniti di Astroni, = 4.4 nel blocco trachidoleritico), per la maggiore 
quantità degli ossidi di tipo RO e per la minore acidità, avvicinandosi notevol- 
mente alle ciminzt? di Washington, che l'Osann, e ci sembra a ragione, ha 
posto tra le trachidoleriti nel suo recente sistema di classificazione chimica. 

Nella regione fl-grea queste rocce trovano le corrispondenti nelle jalotrachiti 
scoriacee, che costituiscono il piccolo cratere scoriaceo di Fondo Riccio e che ven- 
nero recentemente descritte da E. Manasse (Rend. r. Accad. dei Lincei, vol. XI, 
1902 1° sem.). Anche queste rocce appartengono piuttosto al tipo ciminite di 
Washington, al quale si può riferire anche la nota lava dell’Arso nell'isola di 
Ischia (che è anch'essa una trachidolerite), la cui composizione chimica abbiamo 
pure messa a confronto con quella dei materiali del nostro cratere (tabella B a pag. 
59, colonna e). Not amo anche una corrispondenza mineralogica e chimica colle 
lave scoriacee delle Cremate a Ischia (Fuchs, Die Znsel Ischia, Tschermak' s Min, 
Mitth., 1872, p. 231) e colla trachite sodalitica di Monte Santo, descritta da 
Johnston Lavis (Geol. Mag. III, 1889, p. 77). 

I biocchi trachidoleritici di Astroni trovano inoltre notevole corrispondenza 
colle ganteiti, rocce di color grigio chiaro o grigio verdognolo, di aspetto tra- 
chitico che in filoni attraversano principalmente i basalti ed i tufi compatti del 
Bohmischen Mittelgebirge e che dalla località Gant l’ Hibsch denominò gan- 
teiti (Tschermak’s Mineral. Petrogr. Mitth., vol. XVII, 1898, pag. 84). E 
sensibile analogia chimica notiamo anche colle Banakitt a quarzo, che, associate 
alle shonshoniti ed alle absorokiti, costituiscono filoni nel Yellowstone National 
Park e vennero recentemente descritte dall'Iddings (U. S. G. S., Monographs, 
23, II parte, pag. 326). I materiali lavici di altri crateri flegrei, dei quali ci sono 
note buone diagnosi, come quelli del Monte Nuovo, di Cuma e della maggior - 
parte dei crateri d'Ischia, differiscono sensibi!mente dai prodotti del nostro cra- 
tere; ed anche il carattere mineralogico è alquanto diverso. Forse maggiore cor- 
rispondenza con le rocce di Astroni si troverebbe in quelle dei crateri limitrofi : 
come ad esempio nei materiali dei crateri di Campana o di Fossa Lupara, ma ci 
mancano ancora elementi sufficienti per potere entrare in tale esame, e ciò ci sarà 
solo possibile quando avremo completato lo studio della regione flegrea. 
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II. 
LA TETTONICA 


Ora che abbiamo con accuratezza esaminato la natura e la distribuzione to- 
‘pografica dei materiali di Astroni, possiamo vedere anche in quale modo essi sono 
‘insieme compaginati e intendere così l'architettura loro, la quale ci guiderà anche 
a immaginare la via e la maniera di genesi di questo mirabile edificio vulcanico. 
Naturalmente, prima d'avere il colpo d'occhio d'insieme di tutta quanta la mole 
del vulcano, è necessario esaminare anche qui singolarmente la costruzione di 
ciascuna delle parti componenti: vedere che posto occupa tra esse la rupe della 
Caprara, considerare bene tutta quanta la grande cerchia craterica e osservare 
anche con attenzione la compagine delle minori protuberanze della parte centrale 
del cratere. 


TETTONICA DELLA CAPRARA 


La rupe delia Caprara è stata in generale sempre considerata come un filone 
o dicco di lava, infisso nella parete orientale del cratere di Astroni, che l'avrebbe 
eruttata. In realtà però la sua larga massa appiattita, lunga più di 200 e alta 
appena un’ottantina di metri, avvolta ai fianchi e al disopra dai tufi, niente offre 
del caratteristico aspetto filoniano (vedi la fig. 2 a pag. 64); al più si potrebbe 
considerare come una grande colata di lava molto densa, sboccata dall’un dei 
fianchi del cratere e ivi accumulatasi prima dell’ eruzione dei tufi, se altre ra- 
gioni non inducessero a ritenerla non solo anteriore, ma anche indipendente dalle 
eruzioni del cratere di Astroni. 

Infatti, non solo la massa lavica è concordantemente coperta dai tufi (che le 
sì addossano anche ai fianchi senza mostrare alcun indizio di essere stati in qual- 
siasi modo mossi dalla loro posizione originaria), ma essa è verso occidente, nel- 
l’unico suo lato scoperto, rivolto all’interno del cratere, tagliata bruscamente e 
‘verticalmente da una parete nettissima, quale potrebbe essere solo prodotta da sco- 
scendimento o da esplosioni (vedi fig. 1 e 2 della tav. II). Ma di scoscendimenti 
non è il caso di parlare, perchè non se ne vede alcuna traccia nè ne esiste residuo 
a piede della rupe; e d'altronde agli Astroni, quantunque vi siano alcune pic- 
cole faglie nel recinto tufaceo, di tali grandi fratture con dislocazioni non ne 
esistono, nè possono sussisterne. Resta l’ ipotesi, più conforme alla natura del luo- 
go, di esplosioni vulcaniche, che abbiano reciso e lanciato in aria la parte oc- 
cidentale della massa lavica. In tal caso si potrebbe ritenere, come dianzi s'è detto, 
«che il cratere di Astroni, dopo avere eruttato dall’ un dei fianchi la massa di 
lava, l’abbia poi esso stesso spezzata con ulteriori esplosioni: come vediamo, ad 


esempio, essere avvenuto nell’Atrio del Cavallo o nella Valle del Bove, dove le masse 


laviche, accumulatesi sulle spalle del vulcano originario, sono state poi infrante 
-dalle esplosioni posteriori. 
| _°—‘— Ma Astroni non è un vulcano composito, di materiale lavico e frammentario, 


fio GEA 

come il Vesuvio e l’ Etna, bensì è un vulezno di tufo, formatosi per esplosioni, 
per quanto grandiose e violenti, altrettanto rapide e brevi, al pari di quelle, che 
diedero origine al Monte Nuovo: quindi, a simiglianza del Monte Nuovo, il cra- 
tere di Astroni si presenta ora così come in principio si formò, nè si può per esso 
immaginare, come a torto ha fatto il Judd, un cratere secondario di esplosione, 
che avrebbe troncato e squarciato il primitivo cono di accumulazione. Con ciò 
cade anche la supposizione, che la rupe della Caprara possa essere una massa la- 
vica prima prodotta e poi rimangiata dal cratere di Astroni. 
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Rupe trachiandesitica deila Caprara, coperta dai tufl di Astroni. 


A ogni modo non è a dubitare, che ia parte occidentale della Caprara sia. 
stata spezzata da esplosioni, le quali hanno dato origine alla pittoresca rupe che 
di essa oggi ne resta (fig. 2 della tav. II); ed è del pari indubitabile, che le 
esplosioni, le quali hanno prodotto tale squarciatura, siano quelle, che hanno dato 
origine al vulcano di Astroni. L’interno cratere di questo infatti viene proprio ad 
essere tangente alla rupe della Caprara, ed i suoi materiali tufacei sono gremiti 
di blocchi rigettati, piccoli e grandissimi , di una trachite-andesitica (vulsinite), 
molto simile a quella della Caprara; dalla quale quindi con molta probabilità 
essi furono staccati e sparsi tutto all’ intorno mediante le grandiose esplosioni del 
nostro vulcano. 

Ciò premesso, bisogna concludere, che la massa della Caprara sia di forma- 
zione anteriore al vulcano di Astroni e rappresenti il diruto avanzo di una cu- 
pola trachitica (faciente parte, come qui appresso vedremo, dell’anteriore vulcano 
di Agnano), la quale, al pari di tutta la parte nord-ovest della cinta di Agnano, 
sarebbe stata spezzata e lanciata in aria dalle esplosioni di Astroni. 


2. 


I ETTONICA DELLA GRANDE CERCHIA ESTERNA 


Astroni da qualunque parte lo si guardi, e specialmente dallo sperone dei Ca- 
maldoli o delle colline del Vomero o di Posillipo, appare anzitutto come una pro- 
fonda e cupa conca ombrosa, perchè in esso quel che è decisamente e grandiosa- 
mente formato è appunto il concavo cratere, molto simile, anche a causa delle 
protuberanze cen.rali, ai crateri della luna. Invece il cono eruttivo esteriore, es- 
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| Attî R. Acc Sc. Napoli, Sî4_2% - Vol. XI, N° 8. De Lorenzo e Riva, Cratere di Astroni - Tav. III. 
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sendo piuttosto basso e piatto e anastomizzandosi variamente con i limitrofi cra- 
teri dei Campi Flegrei, è molto meno appariscente e grandioso. 

Dove esso è più libero, come sul fondo del lago di Agnano (in cui le sue 
pendici orientali discendono fino a meno di 20 metri sul mare), quivi è anche più 
basso, raggiungendo il suo orlo appena 150 metri sul mare; e dove invece la cresta 
del cono craterico raggiunge, come a Torre Nocera, la massima altezza di 251 
metri sul mare, là essa è congiunta con due lunghi dorsi ai contigui crateri 
della Solfatara e di Cigliano, da cui resta quasi ecclissata: in guisa che quasi 
da nessun punto sì può ottenere una visione completa della magnificenza este- 
riore di questo classico vulcano. 

Se però la sua morfologia esteriore resta per tale ragione in certo modo of- 
fuscata e guasta, la tettonica invece risulta evidente e semplicissima. da qualun- 
que punto si osservino le pendici esteriori della grande cinta ad anfiteatro. 

Anzitutto questa grande cerchia stessa, al pari di quasi tutte le cerchie cra- 
teriche costituite da prevalente materiale frammentario, ha la forma di un tronco 
di cono, di cui la faccia superiore non è orizzontale, ma obliqua, inclinata da oc- 
cidente ad oriente, in guisa che tutta la parte occidentale della cresta è più ele- 
vata della orientale, verso la quale con varie ondulazioni va degradando. Questa 
posizione obliqua dell’orlo del cratere non è dovuta a una prevalente degradazione 
atmosferica del lato orientale più basso, ma, come abbiamo visto essere avvenuto 
del Monte Nuovo, è di formazione originaria, dovuta: o una vera inclinazione del 
camino eruttivo, o a uno spirare prevalente di venti in una certa direzione, o alle 
masse sottogiacenti dell'antico cratere di Agnano, o a tutt'e tre o a un paio delle 
cause insieme riunite: tendendo tutte ad accumulare di preferenza in una dire- 
zione il materiale eruttato. Che tale forma obliqua di Astroni sia realmente ori- 
ginaria è dimostrato poi a sufficienza. come qui appresso vedremo, dal fatto, che 
prevalentemente nel lato occidentale più alto, e specialmente verso nord-ovest, dove 
forse cadeva la maggiore quantità di materiale, si sono deposti gli strati pen- 
denti verso l’interno, analoghi a quelli che nel Monte Nuovo formano la parete 
nord-est dell’ interno del cratere. 

Prima di passare però a questi strati pendenti verso l'interno, è necessario 
esaminare gli strati esterni, che costituiscono la parte fondamentale del cono. Da 
questo lato il vulcano di Astroni non presenta niente di anormale rispetto alla 
tettonica dei comuni coni eruttivi; giacchè le sue esterne falde coniche non sono 
che la superficie esteriore dei numerosi strati di materiale frammentario, i quali 
distesi l’uno sull'altro formano con uniforme disposizione quaquaversale tuttoquanto 
il cono. L'inclinazione degli strati varia di qualche grado in più o in meno, se- 
condo il luogo in cui si sono depositati, i rilievi precedenti a cui si sono addos- 
sati, i materiali di cui sono costituiti etc., ma in generale, e specialmente là 
dove non vi furono azioni perturbatrici, si mantiene intorno ai 20°, e piuttosto al 
disotto che al di sopra di 20°. 

Tale inclinazione può osservarsi dovunque lungo le falde esterne del cono, e 
meglio che altrove là, dove le acque correnti hanno inciso in esse i soliti val- 
loni radiali, che in questi vulcani tufacei assumono sempre l'aspetto di pittore- 
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verdura, che tagliano una stretta zona di cielo azzurro (v. fig. 2 della tav..IV). 
Di tali cupe discendenti dagli Astroni ve ne ha sui fianchi situati a nord-ovest 
dell'alveo del lago di Agnano, come anche in quelli al disotto di Torre Nocera, sia 
nelle pendici che guardano la Solfatara che in quelle che scendono verso il vulcanetto 
di Cigliano. Sempre in esse si scorgono gli strati di pozzolane, di pomici e di 
tufi degli Astroni pendere quaquaversalmente verso l’esterno, con una inclinazione 
che si fa sempre minore, a misura che si scende verso le falde del cono; giunti 
alle quali gli strati assumono le quasi orizzontalità -dei piani intercorrenti tra i 
varì crateri dei Campi Flegrei. Dove però l'inclinazione verso l’esterno degli strati 
componenti il cono di Astroni sì osserva con la massima evidenza è nella sezione 
in cui è praticato l'ingresso all’interno del cratere. Questa sezione per la sua ma- 
gnificenza ha sempre attratto l’attenzione di tutti gli studiosi di Astroni e .fu 
perciò anche fatta figurare da Hamilton in una delle tavole della sua opera. 
In essa, come si può scorgere dalla nostra fotografia (v. fig. 2 della tav. III), si 
vedono con una precisione straordinaria gli straterelli sottilissimi di ceneri, la- 
pilli, pomici e tufi, contenenti qua e là sparsi blocchi rigettati, inclinare di circa 
20° verso l'esterno del cono vulcanico, rappresentandoci così la posizione origina- 
ria, in cui quei materiali si accumularono, quando furono eruttati dalla bocca 
ignivoma. 

La bocca stessa, silenziosa ora, ma pur sempre minacciante, apre ancora quasi 
intatte le sue fauci agli sguardi di chi dalle esterne pendici sale verso la cresta 
sinuosa e, giunto a questa, vede con emozione sotto i suoi piedi spalancarsi d’im- 
provviso l’ampia e cupa voragine dell’estinto cratere (v. fig. 1 e 2 della tav. VI). 
La parete interna di questo non ha composizione e tettonica così uniforme come 
le esterne pendici del cono, ma presenta parecchie variazioni. Infatti, a parte la 
dianzi descritta rupe della Caprara, incastonata nei fianchi orientali, questi fian- 
chi orientali stessi sono molto deficienti di materiali rispetto alla parete interna 
occidentale, in cui i prodotti di eruzione si sono prevalentemente accumulati, per 
le cause qui sopra esposte. 

In tutta la parete interna orientale affiorano le testate degli strati inclinanti 


all’esterno del cono; ma a misura che di là si procede da un lato e dall’altro verso . 


occidente, si comincia a osservare nella parte più alta degli strati stessi una leg- 
giera inflessione verso l'interno del cratere, finchè, giungendo da una parte allo 
Sperone di Torre Nocera e dall’ altra alla Ngrogna di Torre Lupara, si vedono 
chiaramente degli strati di tufo pendenti verso il centro del cratere. Tale pen- 
denza centripeta si fa sempre più frequente e diffusa, finchè raggiunge il suo 
massimo nell’angolo nord-ovest del cratere, sopra la Vaccaria, dove le potenti masse 
dei tufi pendenti verso l'interno sono rese visibili anche da lungi per i profondi 
valloni che hanno inciso in quel punto la parete (fig. 7 a pag. 73). Nelle sponde di 
tali valloni, come può osservarsi dalla nostra fotografia (v. fig. 1 della tav. III), si 
vedono nettamente gli strati di tufi, ceneri, pomici, etc. inclinare all’interno con 
una pendenza di circa 20°, corrispondente all’inclinazione centrifuga esteriore. 
Alcuni geologi oggi a torto suppongono, che questi strati di Astroni e di 
altri vulcani, inclinanti verso l’interno del cratere, non siano prodotti di depo- 
sizione eruttiva originaria, ma rappresentino dei talus di disfacimento, formati 
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dalle acque di lavaggio discendenti nell’interno delle conche crateriche. Ma contro 
tale ipotesi c'è da opporre, che anzitutto questi strati interni non hanno mai forma 
di talus, ma sono sempre disposti a guisa di coperte uniformi e continue, discen- 
denti regolarmente dalla cresta al fondo del cratere. Inoltre, per il caso speciale 
di Astroni, come per quello del Monte Nuovo, bisogna considerare il grande spes- 
sore di questi depositi, del tutto sproporzionato alla poca quantità di lavoro fin 
qui esercitata su questi vulcani dalla denudazione atmosferica. Infatti i prodotti 
di denudazione sono agli Astroni rappresentati appunto da piccolissimi talus, ef- 
fetti di lavine, disposti tutti in giro, intorno all’atrio, e da caratteristici coni di 
dejezione, anch'essi di limitate dimensioni, situati agli sbocchi dei pochi valloni 
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radiali d’erosione. Inoltre ancora, parla a favore della deposizione eruttiva origi- 
naria di questi strati la loro uniformità, che resta eguale e costante per lungo 
e per largo, dall’ alto al basso: cosa non possibile se si trattasse di prodotti di 
denudazione, i quali si accumulano disordinatamente di qua e di là, seguendo i 
corsi labirintici dei rivoli, rivoletti e rigagnoli, che li portano al basso. Infine 
la totalità dei depositi ha uno spessore eguale, sia alla sommità che alla base 
delle pendici crateriche interne (v. fig. 1 della tav. III), il che è stato solamente 
possibile a causa della deposizione per caduta diretta di questi materiali eruttivi. 
Concludendo: i materiali eruttivi frammentarî della grande cerchia esterna 
di Astroni si sono accumulati intorno alla loro bocca d'eruzione a formare un tronco 
di cono depresso, vuoto all’interno, un vero anello craterico, costituito da una suc- 
cessione uniforme e continua di strati (fig. 3), che da un lato inclinano centrifugal- 
mente secondo le falde esterne del cono, e dall'altra pendono in parte centripetal- 
mente verso l’interno del cratere. Siccome poi tali strati si sono prevalentemente 
accumulati verso il lato occidentale del vulcano, sopratutto a causa dei sottogia- 
centi materiali dell’anteriore cinta di Agnano, si può anche con un certo fonda- 
mento di ragione supporre, che forse verso quel lato appunto fosse leggermente 
inclinato il camino eruttivo, o che verso quella direzione spirassero i venti domi- 
nanti durante le forti e rapide eruzioni, che diedero origine a questo cratere. 
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3. 
TETTONICA DEI CONI ERUTTIVI INTERNI 


L'azione eruttiva di Astroni non si esaurì con la formazione del grande an- 
fiteatro craterico, ma, al pari di quello che avviene in ogni vulcano a recinto, 
ebbe una fase successiva, più limitata di estensione e meno forte nella sua espli- 
cazione, la quale chiuse definitivamente il ciclo d'attività del vulcano. 

Tale fase secondaria è rappresentata dai rilievi che s’innalzano dal fondo del 
cratere e che nelle pagine precedenti abbiamo visto essere costituiti da materiali 
frammentarî e continui di varia natura, e più particolarmente dalla corrente di 
lava scoriacea dei Pagliaroni, dalla cupoletta di lava massiccia della Rotondella 
e dal cono tufaceo dell'Imperatrice (v. fig. 4 qui di fronte). 

Trovare l'ordine di successione di queste tre masse principali non è agevole, 
date le loro confuse relazioni, che sono anche più offuscate dalla tropicale vege- 
tazione del fondo del cratere. Pare a ogni modo, che la Rotondella rappresenti 
l’ultimo stadio di consolidazione di quegli sbocchi di lava, che da principio si 
viversarono con più fluidità e scorrevolezza, sotto forma di corrente scoriacea, nei 
Pagliaroni: quindi questi e quella costituirebbero un’ estrinsecazione prevalente- 
mente lavica, rispetto all’estrinsecazione tufacea e frammentaria dell’ Imperatrice. 

Siccome poi all'estremità meridionale dell’Imperatrice si vedono le scorie dei 
Pagliaroni sottostare quasi agli strati di tufo del cono maggiore, se ne potrebbe 
forse dedurre, che l' Imperatrice rappresenti l’atto finale dell’ attività di Astroni, 
che avrebbe seguito l'emissione della lava. Ma se anche ciò è realmente avvenuto, 
il che è poco probabile, tale successione deve essersi verificata a brevissimo inter- 
vallo, in guisa che il cono tufaceo dell’Imperatrice, la lava scoriacea dei Paglia- 
roni e la lava massiccia della Rotondella rappresenterebbero in realtà diverse espli- 
cazioni quasi contemporanee di una stessa azione eruttiva, che da un lato avrebbe 
rigettato ceneri, lapilli, pomici e scorie, a costituire un’ cono tufaceo, e dall’altro 
avrebbe dato luogo a efflussi di lava: analogamente a quanto vediamo essere av- 
venuto in molti puys dell'Alvernia e in altri vulcani di simile tipo. 

Tale spiegazione ci svela anche quale può essere stata l'origine più probabile 
delle varie concavità intercorrenti tra i rilievi interni degli Astroni. Essendo infatti 
l’Imperatrice un gono tufaceo (i suoi strati inclinano quaquaversalmente all’ in- 
torno come in tutti i consimili coni), infranto da un lato per dar passaggio a uno 
sgorgo di lava, corrispondente quindi a quelli che Scrope per l’Alvernia chiama 
breached cones, è chiaro che la sua apertura craterica deve ricercarsi dalla parte 
da cui è effluita la lava: e infatti a oriente dell’ Imperatrice, tra questa e le pro- 
minenze dei Pagliaroni, noi troviamo appunto la profonda concavità di Cofaniello 
(v. fig. 4), che fin da lontano, guardandola da qualche punto del lato orientale 
della cerchia esterna, rivela la sua origine craterica; come può anche osservarsi 
nella nostra fotografia, riprodotta nella fig. 1 della tav. IV. 

A sud di Cofaniello, tra questo e l'attuale lago, vi è un’altra piccola conca-. 
vità, anch’essa prima occupata da un laghetto, che a prima vista sembra un mi- 
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nuscolo cratere d’esplosione, ma che può essere stato anche prodotto da uno sbar- 
ramento operato dalla corrente di lava dei Pagliaroni intorno a un dei fianchi del 
cono eruttivo tufaceo. Similmente può essersi prodotta l’ insenatura, aperta a oc- 
cidente, che si trova tra le falde settentrionali dell'Imperatrice e la cupola lavica 
della Rotondella. Nella stessa guisa s’ è formata anche la conca, in cui è rac- 
colto l’attuale lago, come può bene scorgersi dalla nostra carta geologica e dalla 
qui annessa fig. 4. Infatti le falde meridionali del cono tufaceo dell’Imperatrice a 
nord, i lembi estremi della lava scoriacea dei Pagliaroni a est e i coni di deje- 
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Veduta schematica dei coni eruttivi interni di Astroni. 


zione, scendenti dalla grande cerchia nell'atrio, a ovest e sud, hanno finito col 
concludere una conca, larga un 150 e profonda al più un paio di metri, in cui 
attualmente si accolgono le acque scaturienti dalla parte interna dell'anfiteatro e 
dal grembo dei coni centrali. Così, dove prima ferveva più intensa la possa dei 
fuochi sotterranei, ora sullo specchio immobile dell’acqua si espandono al sole le 
foglie delle placide ninfee. 


4. 
TETTONICA DI TUTTO IL VULCANO 


Riassumendo ora quello che innanzi si è detto sulla tettonica delle singole 
parti componenti questo vulcano, si può concludere, che Astroni è un tipico vul- 
‘cano a recinto, quasi per intero costituito da materiale frammentario di origine 
esplosiva. 

Il recinto esterno, ad eccezione d'una massa trachitica anteriore, rimasta in- 
castonata nella parete orientale, è tuttoquanto uniformemente costituito da letti 
«di tufi, pozzolane, lapilli e pomici, contenenti inglobati scorie e blocchi rigettati. 
Questi materiali sono distintamente divisi in strati, che all’esterno inclinano tutti 
all’intorno, seguendo le falde del cono, e all’interno rivestono prevalentemente la 
parete occidentale, pendendo verso l'interno del cratere. Le falde esterne del cono 
nelle loro periferie sono sfrangiate in varia guisa, per l'adattamento subìto nel 
modellarsi contro masse anteriori o nell’essere ricoperte da conì eruttivi posteriori. 
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Invece la conca dell'interno cratere è nettamente disegnata ed è solo per poco al- 
terata dalla inglobata anteriore massa della Caprara nel lato orientale. 

Questo recinto esterno abbraccia un grande e spazioso atrio ad anello, a fondo 
pianeggiante, che rappresenta il piano del fondo craterico primitivo e che separa 
l’anfiteatro esterno dalle prominenze centrali. 

Infatti nel piano dell’atrio sorgono le prominenze eruttive interne, le quali 
geneticamente si possono ridurre a un solo vulcanetto centrale, rappresentato da 
un cono di tufi e di altri materiali frammentarî, detto l’Imperatrice, dal cui cra- 
tere, infranto ad oriente, è sgorgato un efflusso di lava, che dapprima si è espanso 
sul piano dell’ atrio, a formare la corrente scoriacea dei Pagliaroni, e da ultimo s'è 
raggrumato nella piccola verruca massiccia della Rotondella. 

Questa architettura semplice e armonica fa supporre, che del pari semplice sia 
stata l’azione a cui il vulcano deve la sua origine, e che quindi le esplosioni di 
Astroni, per quanto spettacolose e violenti, siano state altrettanto rapide e conti- 
nue, in modo da non turbare in modo troppo palese l'uniforme ed armonica co- 
struzione del grandioso edificio. . 


III. 
LE RELAZIONI CON I VULCANI LIMITROFI 


Il cratere di Astroni si apre come una vasta voragine proprio nel centro dei 
Campi Flegrei, a formare quasi come il gigantesco ombelico di tutta questa ignita 
regione. Facendo di esso centro si può descrivere infatti con un raggio di circa 
10 chilometri un cerchio, che include rigorosamente tutti i colli vulcanici perti- 
nenti ai Campi Flegrei propriamente detti, a cominciare da Nisida, Posillipo e la 
Gajola, passando per Poggioreale, per le ultime falde dei Camaldoli e pel Piano 
di Quarto, fino alla rupe di Cuma sul mare, a Miseno e alle Secche, di proba- 
bile origine vulcanica, cosidette di Mezzogiorno e di Penta Palumma: in tutto 
abbracciando un’ area di poco più di 300 km. q., l’area dei veri Campi Flegrei. 
Il Monte di Procida fa geologicamente quasi più parte del sistema Procida-Vi- 
vara, il guale a sua volta rappresenta come un ponte di passaggio tra il sistema 
vulcanico d'Ischia e quello Flegreo. i 

Trovandosi dunque Astroni nel centro dei Campi Flegrei, è naturale, che nu- 
merose e complesse relazioni intercorrano tra esso e gli altri crateri sparsi in 
quest’ area, dei quali alcuni hanno origine anteriore e altri posteriore alla sua 
formazione. È quindi necessario esaminarne bene i rapporti con i vulcani adia- 
centi, prima con i più antichi e poi con i più moderni: ricordando in proposito 
quel che da uno di noi nei suoi Studî di geologia nell’ Appennino meridionale (Atti 
di quest’ Accademia, 1896) e da entrambi poi nello studio sul Cratere di Vivara 
(id. id., 1900) si è scritto sul succedersi dei varî periodi eruttivi nei Campi Fle- 
grei.— Le prime eruzioni di questa regione sono rappresentate dai tufi grigi sab- 
biosi, dai tufi pipernoidi, dalle colate laviche di piperno e dalle potenti brecce 
(Brecce-Museum), che si trovano alla base dello sperone dei Camaldoli, a Cuma 
e alla base del Monte di Procida e fors’ anche al Rione Amedeo. Questo periodo 
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seruttivo è probabilmente contemporaneo alla maggiore manifestazione vulcanica di 
Procida e Vivara e posteriore a quella dell’ Epomeo. Succedono le grandi eruzioni 
di ceneri, lapilli e pomici, che han dato origine al caratteristico tufo giallo, che 
ora forma Nisida, Posillipo, il Vomero, la parte superiore dei Camaldoli, il Gauro, 
parte dei colli di Cuma e del Monte di Procida, Miseno, Porto di Miseno e molti 
scogli semimascherati, che affiorano lungo la spiaggia da Baja a Bagnoli e in- 
torno al piano di Quarto. A queste eruzioni o soffiazioni esplosive seguì lunga 
pausa di riposo, rivelataci dai numerosi canali e valloni di erosione, in cui si sono 
venuti a deporre i prodotti eruttivi posteriori: i tufi grigi incoerenti, le pozzolane 
e i lapilli, adagiantisi in strati, or discordanti or concordanti, su quelli del tufo 
giallo e chiamati nel loro complesso dai cavapietre mappamonte, appunto perchè 
costantemente coprono come un mantello il morte, com’essi chiamano il tufo giallo. 
La maniera di stratificazione di queste pozzolane e tufi grigi incoerenti, il fatto 
che essi si trovano egualmente e in egual modo disposti così nelle valli come sulle 
«cime delle più alte colline di tufo giallo (Camaldoli, Vomero, Gauro, etc.), e la 
circostanza caratteristica, che in essi si trovano anche intercalati i lapilli violacei 
eruttati da Astroni (v. pag. 22 e 23) e lanciati fin sulla sommità dei Camaldoli, 
dimostra a sufficienza, che questi depositi, generalmente e uniformemente diffusi 
sul tufo giallo, non sono un prodotto di lavamento di questo, ma rappresentano veri 
prodotti eruttivi di altri posteriori vulcani. Nè con questi depositi son da con- 
fondersi le variazioni bianchicce o grige, che a volte per disfacimento presenta 
il tufo giallo, il quale ne appare qua e là irregolarmente macchiato. 

‘ I depositi grigi incoerenti, formatisi direttamente per eruzione e che sono sem- 
pre sovrapposti al tufo giallo, hanno natura del tutto simile a quelli che si ri- 
scontrano nei vulcani centrali di Agnano, Solfatara, Astroni, Cigliano, Crateri di 
Campana, Monte Nuovo, etc. senza che sia possibile (eccetto nel su mentovato caso 
.dei lapilli manganesiferi violacei) riferirli all'uno piuttosto che all'altro di questi 
‘crateri, data la uniformità dei loro materiali. Sono però proprio questi crateri cen- 
trali, che formano stretta corona intorno ad Astroni e che stabiliscono e intrecciano 
con esso quei rapporti, che è nostro scopo studiare. Dopo aver quindi accennato 
rapidamente alle relazioni del nostro vulcano con i vulcani di tufo giallo, vedremo 
più particolarmente quali relazioni, nel tempo e nello spazio, esistono tra esso e i 
.crateri limitrofi di Agnano, della Solfatara, di Cigliano e di Campana e Fossa 
Lupara. 


RELAZIONI COI CRATERI DI TUFO GIALLO E COL CRATERE DI AGNANO 


Gli avanzi dei vulcani formati dal tufo giallo si trovano ora sparsi quasi 
tutti alla periferia dell’area circolare occupata dai Campi Flegrei; giacchè quelli 
«della parte centrale furono in parte sventrati e polverizzati e in parte masche- 
rati dalle posteriori eruzioni; così che non esistono ora relazioni dirette e contatti 
immediati tra essi crateri di tufo giallo e il cratere di Astroni, che occupa pro- 
prio il centro della regione vulcanica. Noi quindi ci contenteremo solo di accen- 
nare quale posizione occupano rispetto al nostro cratere le più prossime cerchie 
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di Posillipo, dei Camaldoli e del Gauro, che ne sono separate mediante la circon- 
vallazione dei crateri di Campana, Cigliano, Solfatara e Agnano. 

La cinta craterica di Agnano ab antiquo è stata considerata come la grande 
cerchia anteriore, che abbraccia e include in sè il posteriore cratere di Astroni: 
essa a sua volta rappresenta il maggiore degli interni crateri, che è rimasto in- 
cluso nelle grandi cerchie periferiche di tufo giallo; come si può scorgere dalle 
qui annesse figure 5 e 6. Da qualunque punto infatti dell’ esterna periferia si 
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Schema delle relazioni dei crateri di Posillipo, Agnano e Astroni. 


guardi sui, Campi Flegrei, si vede sempre la medesima successione delle cerchie 
maggiori e più antiche, che abbracciano. le minori più recenti, comé succede 
in ogni vulcano a recinto. Dalla cresta di Posillipo, sia da quella pertinente al 
vulcano di S. Strato (che va da Capo Coroglio a Villanova), che ‘dall’altra spet- 
tante al vulcano di Posillipo propriamente detto (compreso tra Villanova e la sin- 
clinale Rione Amedeo-Soccavo), si vedono le pareti di tufo giallo scendere ripi- 
damente al piano di Bagnoli-Fuorigrotta, come nell’ interno di ogni cratere, e 
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Schema della circonvallazione dei crateri di Camaldoli, Agnano e Astroni. 


dall’estremo margine di questo piano sollevarsi poi la esterna cinta dei tufi grigi 
di Agnano. Giunti sulla cresta di questa si ripete il medesimo spettacolo: le pa- 
reti interne cadono ripidamente sul piano dell’alveo dell’antico cratere-lago, e dal- 
l’opposito orlo di questo ‘si vede innalzarsi il cono tufaceo di Astroni. Progredendo 
a questo si vedono di nuovo le interne pareti precipitare sull’atrio, dal quale si sol- 
levano infine gli interni coni eruttivi, gli ultimi di questa successiva circonval- 
lazione: il tutto così come è rappresentato dalla fig. 5. 

Similmente, se dall'alto del monastero Camaldolese si guarda in giù, verso 
Astroni, si vedono anzitutto sotto i piedi aprirsi le profonde voragini dei due cra= 
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teri di Pianura e di Soccavo, e dal fondo di questi, mediante piani formati da 
depositi lacustri sub-vulcanici, sollevarsi di poco l’ anello basso della cinta d’A- 
gnano, dal quale a sua volta estubera il cono di Astroni (v. fig. 6), nel cui pro- 
fondo cratere finalmente si appiatta l’ultimo cono tufaceo dell’Imperatrice, col suo 
eftlusso di lava. Viceversa, se dall'alta cresta di Astroni, a Torre Nocera, si guarda 
verso oriente, si vede prima, così come è qui sotto indicato nella fig. 7, ricavata 
da fotografia, l’ampia e profonda voragine del cratere di Astroni, la cui cerchia ad 
anfiteatro è cinta dalla cerchia di Agnano, mentre questa a sua volta è chiusa dalla 
circonvallazione dei crateri di Camaldoli e Posillipo: il tutto essendo coronato nel 
fondo dalla cresta fumante del bipartito Vesuvio. 
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Veduta dall’alto di Torre Nocera, mostrante la inclusione del posteriore cratere di Astroni in 
quelli anteriori e più granui di Agnano e di Camaldoli -Posillipo, col Vesuvio nel fondo. 
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Agnano rappresenta dunque la grande cerchia craterica madre, nel cui grembo 
si è sviluppato il cono craterico figlio di Astroni, e come tale fin da tempo era 
stata riconosciuta. Chi però ne ha inteso il significato e ne ha scorto le vestigia 
è stato R. T. Gunther. che nel citato eccellente lavoro geografico ZXe Phlegraean 
Pields «The Geographical Journal, London, October and November 1897) ha de- 


«scritto bene per il primo questi rapporti dei due vulcani e ha dato il nome di 


Arciagnano a quella parte della cinta craterica anteriore, che non altri prima di 
lui aveva indovinato. Infatti la cerchia craterica di Agnano non si arresta ad ovest 
nel Monte Spina, ma si prosegue verso la Solfatara e al di là di questa, dando 
indizio di sè nella lunga ed alta cresta, che congiunge il ciglio del Forum Vulcani 
alla Torre Nocera dell’orlo craterico di Astroni. Questa cresta però realmente non 
appartiene ad Agnano, perchè è quasi tutta formata dai materiali eruttivi di Astro- 
ni, che s1 sono posati e modellati sull’orlo craterico sottostante di Agnano. Pari- 
menti l’altra cresta (v. fig. 8 nella pagina seguente), che congiunge l'orlo set- 
tentrionale di Astroni col fondo dell antico lago di Pianura, scendendo da Torre 
Lupara verso nord-est, rappresenta il modellamento del prosieguo della medesima 
sottogiacente cerchia di Agnano; nel cui giro verrebbe quindi a capitare anche la 
massa trachitica della Caprara, preesistente, come s'è detto, alle eruzioni di Astroni. 
Ma di questo rilievo mascherato della parte occidentale di Agnano vedremo qui 
appresso, parlando delle relazioni tra Astroni e la Soifatara. 
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Per ora osserviamo, che i materiali eruttivi di Astroni hanno completamente 
coperto quella parte della cinta occidentale di Agnano, che non era stata lanciata 
in aria delle esplosioni di Astroni stesso, di guisa che le due creste, scendenti 
rispettivamente da Torre Nocera e da Torre Lupara, danno solamente indizio della 
forma sottogiacente, ma in realtà non la rivelano. Basta infatti scendere lungo 
i profondi canali d'erosione, che solcano quelle pendici, per vedere come le falde 
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Pianta del cratere di Astroni, mostrante le due creste di Torre Nocera (TN) e Torre 
Lupara (TL), prodotte dall'intersezione con l'anteriore cratere di Agnano. 
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sono per intero costituite dalle pomici e dai tufi leggieri bianchicci di Astroni, 
senza lasciar scorgere alcun saggio del materiale di Agnano, quale si rivela nel 
suo aspetto caratteristico nella bella sezione presso l’emissario. A nord est, sotto - 
Torre Lupara, gli strati tufacei di Astroni scendono prima col pendio delle falde 
esterne del cono, poi, giunti nella valle, che topograficamente marca il limite tra 
l'antica cinta d' Agnano e le pendici di Astroni, s’ inflettono e risalgono lungo 
l'opposto pendio, appoggiandosi al preesistente materiale di Aguano, che doveva 
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già essere modellato ampiamente dalla denudazione (e forse anche da uno sposta- 
mente dall'asse eruttivo, come suppone Giinther), quando scoppiarono le esp'osioni 
di Astroni, che lo mascherarono in parte. Verso il fondo del cratere di Agnano 
invece, non essendovi alcun ostacolo, le falde esterne del cono di Astroni si po- 
terono espandere liberamente, adeguandosi al suolo circostante con una curva cir- 
colare continua (vedi carta geologica), che rappresenta la parte più regolare delle 
falde periferiche del nostro cratere. Non così a sud-ovest, dove, l’ intersezione di 
Astroni con la cinta di Agnano è resa di più difficile interpretazione dall’ inter- 
vento del cratere della Solfatara, che ora qui esamineremo. 
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RELAZIONI CON LA SOLFATARA 


Dopo Agnano il cratere più notevo'e di quelli che circondano Astroni è rap- 
presentato dalla Solfatara; ma le relazioni del nostro vulcano con questo non sono 
così semplici nè così facili a decifrarsi come sono state quelle con Agnano. In- 
fatti, essendo la Solfatara un vulcano piuttosto piccolo, che è stato fortemente attivo 
in tempi storici, fino al 1300 (v. pag. 3), e che si trova alla periferia d'un grande 
vulcano estinto, come Astroni,a priori si direbbe, che questo è il vulcano più an- 
tico, a cui posteriormente si è addossato quello della Solfatara. Viceversa, quando 
si fa l'esame sul terreno, sia lungo i valloni che scendono ad Agnano (tra i Leu- 
cogei ed Astroni) che in quelli che si protendono verso Pozzuoli, si trova che co- 
stantemente i materiali caratteristici della Solfatara, cioè i tufi alterati dall’ a- 
zione delle fumarole e variegati in bei colori gialli, rossi e paonazzi, sono sotto- 
posti agli strati di pomici e di tufi incoerenti di Astroni. Dal che si dovrebbe 
dedurre senz’ altro, che il cratere della Solfatara ha un'origine anteriore a quello 
di Astroni. Ed a questa conclusione mena anche l'esame delle pendici esterne del 
cono della Solfatara, le quali sono in uno stato di denudazione e di degradazione 
atmosferica maggiore di quelle del limitrofo Astroni e presentano, specialmente 
nel lato orientale, dei canali di erosione molto più numerosi e accentuati. Nè si 
può dire, che questa maggiore degradazione sia dovuta allo stato d'alterazione dei 
materiali della Solfatara, chè anzi questi, cotti e cementati come sono dalle in- 
fluenze delle fumarole, sono, rispetto asli agenti atmosferici, molto più tenaci e 
resistenti dei friabilissimi banchi di pomici e degli incoerenti strati di tufo e di 
pozzolane degli Astroni. Solo si potrebbe osservare, che la mancanza di vegeta- 
zione, dovuta alle fumarole della Solfatara, ha permesso sui fianchi di questa al- 
l’acqua e all’aria quell'opera di demolizione, che sulle pendici di Astroni fu im- 
pedita dalla folta vegetazione boschiva; ma contro questa secondaria obiezione sta 
sempre il fatto principale, che i materiali caratteristici della solfatara stanno al 
disotto di quelli di Astroni: il che, come s' è detto dianzi, mena a concludere, 
che la Solfatara abbia un'origine anteriore a quella di Astroni. 

Però, prima di accettare questa conclusione, bisogna notare, che, come s è 
detto nel precedente paragrafo, tanto la Solfatara quanto gli Astroni si sono for- 
mati al margine occidentale del cratere di Agnano, squarciandone e ingombran:- 
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done con iloro prodotti eruttivi la cinta periferica, di cui però il mascherato model- 
lamento ci è ancora indicato: dalla cresta che congiunge Torre Nocera alla Solfa- 
tara, e dall’altro dorso, che scende da Torre Lupara all’attuale cinta di Agnano; 
quali sono indicate dalle due linee punteggiate della fig. 9. Stando così le co- 
se, no possiamo anche supporre, che i materiali variegati sottostanti a quelli 
di Astroni, non appartengano in realtà alla Solfatara propriamente detta, ma fac- 
ciano parte dell’anteriore e sepellita cinta di Agnano (Arciagnano di Gunther) 
e siano stati ridotti in quello stato dalla prossimità dei fuochi della Solfatara, la 
cui origine quindi potrebbe essere anche posteriore a quella di Astroni e la cui 
area eruttiva sarebbe perciò molto più limitata di quella, che i materiali alte- 
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Schema dei rapporti Agnano-Astroni-Solfatara. 


rati dalle sue fumarole facciano supporre. In tal modo, supponendo cioè che questi 
materiali alterati sottoposti ai tufi di Astroni facciano parte dell’ antica cerchia 
craterica di Agnano, si spiega anche la loro direzione ed inclinazione, la quale, 
nel fondo dei valloni a nord dei Leucogei, armonizza più con tale ipotesi che con 
quella che ‘essi appartengano realmente alla Solfatara. 

Non bisogna però neanche dimenticare, che la Solfatara non è vulcano tu- 
faceo come Astroni, ma è composita di materiale frammentario e di materiale la. 
vico; quindi essa, malgrado la sua piccolezza ed apparente perifericità, potrebbe 
avere avuto in sè una maggiore energia di durabilità, che quella del limitrofo 
gigante, e potrebbe quindi anche essersi formata prima di questo. Inoltre biso- 
gna notare, che l’ area del materiale alterato della Solfatara più che andare a 
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poco a poco sfumando sembra nettamente delineata; il che farebbe supporre, che 
trattisi di una proprietà specifica originaria, piuttosto che di un’alterazione eser- 
Citatasi su materiali preesistenti, e quindi menerebbe anche a credere, che la Sol- 
fatara sia realmente più antica di quel che pare. 

Tutto ciò noi cercheremo di assodare, se potremo, quando, nei nostri succes- 
sivi studî degli altri vulcani centrali e periferici dei Campi Flegrei, arriveremo 
a fare lo studio speciale di Agnano e della Solfatara: per ora, occupandoci sola- 
mente di Astroni, ci contentiamo di indicare questa duplice interpretazione e prov- 
visoriamente nella carta e nelle figure segniamo le cose così come realmente si 
vedono: cioè i materiali alterati 44/4 Solfatara (siano 0 non da essa eruttati ) 
sottoposti a quelli di Astroni. 


3. 


RELAZIONI CON I CRATERI DI CIGLIANO E DI CAMPANA 


È Sulle declivi falde occidentali di Astroni si eleva il grazioso piccolo cono 
| eruttivo di Cigliano, il quale per la sua semplice e regolare forma conica, per il 
È pendio piuttosto sensibile delle sue falde e per l'elevazione della cresta, che su- 
pera di circa 140 metri il piano della Starza circostante, è sensibile fin da lungi 
e forma una delle caratteristiche del paesaggio fiegreo, iusieme al Monte Nuovo 
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2. Colate laviche (di piperno sotto i Camal loli e di trachiandesite scoriacea negli Astroni).— 
b. Breccia-Museum di Soccavo. — ig. Tufo giallo del Gauro e dei Camaldoli. — 
tb.Tufi bigi del cratere di Agnano.—tp. Tufi e pomici della grande cerchia di Astro- 
ni.—cs. Ceneri e scorie del cono centrale dell'Imperatrice.—c. Ceneri del vulcanetto 
di Cigliano.—d. Depositi subvulcanici. 


col quale ha molta simiglianza per grandezza e forma esteriore, solo distinguen- 
dolo da esso la mancanza di un profondo cratere e la costituzione prevalentemente 
cinerea (v. fig. 10). Infatti il cratere di Cigliano, quantunque evidentissimo, non 
è rappresentato che dalla sola cerchia settentrionale, alta una cinquantina di metri 
‘sul piano interno e 217 sul mare, mentre la cinta meridionale è completamente sva- 
nita, in modo da lasciare del tutto nudo il fondo del cratere da quella parte. Ciò 
può esser dipeso dalla degradazione atmosferica, che, operando con i piovosi venti 
marini, salienti immediatamente da sud, ha facilmente demolito quel friabile ba- 
luardo, costituito. come tutto il cono di Cigliano, da ceneri, pozzolane e banchi 


ISS 
di piccole incoerentissime pomici, facilmente lavabili e asportabili dalle violenti raf- 
fiche del libeccio. Questi materiali si vedono chiaramente risalire anche l'opposto 
pendio e appoggiarsi direttamente sui tufi e gli altri aggregati di Astroni, in mo- 
do da non lasciare alcun dubbio sulla posteriorità di formazione di Cigliano; il quale 
d’altronde con la sua costituzione così incoerente ha una certa rassomiglianza col 
grande vulcano, sulle cui spalle si è formato. 

A nord-ovest poi di Astroni si trova il celebre triplice vallo concentrico dei 
crateri di Campana, altrimenti chiamati di Fossa Schiarana, o Maranisi, o Fossa 
Lupara o della Senga, secondo che si assume a nume l uno o l'altro dei modellamenti 
o delle caratteristiche del gruppo. Questo graziosissimo vulcano a recinto, illu- 
strato da Deecke, ha le sue varie cerchie molto depresse, in modo che non si 
stacca decisamente dal profilo di Astrcni e solo diviene chiaramente visibile 
guardandolo dall'alto, di dove si vedono i suoi successivi atrii concentrici, e l’ul- 
timo vacuo cratere centrale (v. fig. 11), fatto a guisa d’ imbuto regolarissimo, 
strettissimo e [profordo, sul cui orlo occidentale s'apre il pericoloso orifizio della 
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tb. Tufi bigi del cratere di Agnano. —tp. Tufi e pomici della grande cerchia di Astroni.— 
es. Ceneri e scorie del cono centrale dell'Imperatrice.—Z. Lava scoriacea in corrente 
dei Pagliaroni. — s. Scorie e bombe dei craieri di Campana. — d. Depositi subvul- 
e, a . 
canici. 


tenebrosa Senga. Questi crateri di Campana hanno dato prevalentemente scorie 

. rossastre e nere, e bombe spugnose tetraedriche, simili per forma a quelle a cro- 
sta di pane dell'isola di Vu!cano. nonchè (nel cratere più interno ) una lava 
gialliccia simile per aspetto e per costituzione a quella già descritta (v. pag. 44 
e seg.) dei Pagliaroni. Tutti questi materiali dei crateri di Campana si vedono 
anch'essi chiaramente sovrapposti a quelli di Astroni, in modo che ne risulta evi- 
dente la posteriorità. 

Il Giinther nel su citato lavoro nota, che una cresta congiunge il cono di. 
Cigliano a quello di Astroni, e un'altra. che egli chiama Pacifico Ridge (P. della, 
fig. 8 a pag. 74), riunisce parimenti Astroni c.n la parte sud-ovest dei crateri di. 
Campana (v. carta geologica della tav. VII. La prima, che d'altronde è poco pro- 
nunziata, evidentemente risulta dall'accumularsi e sovrapporsi dei materiali dei due 
crateri; ma la seconda è così decisamente staccata dai circostanti rilievi, che deve 
necessariamente tradire un qualche sottostante avanzo di cratere anteriore, faciente 
forse parte della cerchia craterica situata a est-nord-est dei crateri di Campana, ì 
quali sarebbero quindi sorti nel centro di quest altro antico vulcano a recinto. 
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4. 
SGUARDO GENERALE SUI CONTATTI DI ASTRONI 


Riassumerido quel che nei precedenti paragrafi sè scritto sulle relazioni di 
Astroni con i vulcani limitrofi, si può concludere col dire, che il modellamento 
«del nostro cono craterico, dovuto nelle sue linee fondamentali alla forza eruttiva 
originaria, èstato poi, specialmente nelle sue falde esteriori, variamente modificato 
dai centatti con i vulcani anteriori e posteriori, nel cui mezzo esso si trova. 

Là dove pochi ostacoli si contrapponevano alla libera espansione e deposizione del 
materiale eruttivo, come neli'angolo sud-est, nell'antico cratere di Agnano, quivi 
le falde del cono si sono regolarmente depositate, conforme alla legge di caduta 
«dei varî frammenti eruttivi, dando origine a una superficie conica normale; dove 
invece esistevano modellamenti anteriori o dove sono intervenute sovrapposizioni 
posteriori, come in tutto il .resto del perimetro, là le falde hanno subìto delle on- 
dulazioni e delle variazioni, che hanno completamente alterato l'andamento pri- 
mitivo delle esterne pendici: come può rilevarsi dallo schema espresso nella figura 
12 della pagina seguente. 

Anzitutto la parte occidentale del perimetro dell'antica cerchia di Agnano, 
passando al disotto dei materiali di Astroni, li fa apparire sollevati in due cre- 
ste, che scendono da Torre Nocera e da Torre Lupara rispettivamente verso sud 
e verso nord-est. Una cresta analoga, la cresta Pacifico (vedi le carta geologica 
della tavola VI!) che scende dall’orlo del cratere di Astroni verso nord-ovest, fino 
ai crateri di Campana, è forse similmente dovuta a un avanzo mascherato dell’an- 
tica cerchia craterica, compresa tra Astroni e Quarto, nel cui mezzo poi si sono 
sviluppati i crateri di Campana. 

L’azione fumarolica della Solfatara, alterando progressivamente per superficie 
coniche successive i materiali circostanti al suo camino eruttivo, mostra questi 
materiali alterati chiaramente sottoposti a quelli di Astroni; senza peraltro poter 
far decidere, per ora almeno, se essi materiali, oltre che alterati, siano stati 
‘anche eruttati dalla Solfatara stessa, in modo che questa verrebbe ad avere un' 0- 
rigine anteriore a quella di Astroni, oppure appartengano alla sottostante cer- 
-chia di Agnano, alterata, nell'ambito di quell'area, dai fuochi e dai fumi della po- 
-steriore Solfatara. 3 

AI di là della Solfatara il cono semplice di Cigliano e quello multiplo dei 
«crateri di Campana intersecano la periferia di Astroni, sovrapponendo i loro ma- 
teriali a quelli delle falde del vulcano centrale. Per tali sovrapposizioni e per le 
intersezioni con la cinta di Agnano e con la protuberanza della Solfatara restano 
-determinate nelle falde coniche esterne degli Astroni cinque principali depressio- 
ni (v. fig. 12): una prima compresa tra la cresta che scende da Torre Lupara e 
la falda libera di Agnano; una seconda tra la medesima cresta e i crateri di 
«Campana; una terza tra la cresta del Pacifico e il cono di Cigliano; una quarta 
tra Cigliano e la Solfatara; una quinta ad oriente della cresta che scende da 
"Torre Nocera. 


"Re 
Queste depressioni hanno segnato i varî bacini di displuvio alle acque che 
cadono sul cono e hanno dato quindi le linee prime per la denudazione ed ero- 
sione ed il modellamento atmosferico di Astroni. Nella parte settentrionale, meno 
esposta a diretti venti piovosi e con minore altezza di caduta delle acque correnti, 
appena appena cominciano ad abbozzarsi dei leggieri valloncelli radiali. Ad essi 
di poco superiori sono quelli che si trovano nella depressione Cigliano-Pacifico, 
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Schema dei contatti di Astroni con i vulcani limitrofi. 


anch'essa poco alterata, perchè protetta dal baluardo di Cigliano. Ma nelle altre 
tre depressioni, esposte direttamente alle raffiche piovose del ponente, del libeccio e 
dell'austro, le acque piovane, aprendosi rapidamente le vie nel materiale incoerente 
e molle e provocando di continuo frane di fette verticali di terreno, hanno già 
scavato parecchi profondi valioni, conle caratteristiche pareti verticali, a fondo stret- 
tissimo: le cosidette cupe. 

Il lavoro incessante dell’ acqua e dell’aria, nei loro componenti e nelle loro 
diverse manifestazioni, sia inorganiche che organiche, ha dunque già attaccato 
il superbo edificio costruito dalle forze eruttive e procede alacremente versa la sua 
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finale, quantunque ancora lontana, distruzione. È bene però notare, che il model- 
lamento presente e futuro. dovuto alla denudazione, ha avuto le sue linee prime e 


fondamentali segnate dalla originaria costruzione eruttiva e dai contatti del no- 
stro cono craterico con gli altri vulcani limitrofi. 


IV. 
LA GENESI 


Ora che abbiamo minutamente osservato e descritto qual'è la natura dei ma- 
teriali eruttati da Astroni, quale la loro disposizione architettonica e quali le 
relazioni con i materiali dei vulcani limitrofi. possiamo anche brevemente indagare 
come e quando s'è formato questo vulcano, di cui ormai c'è già nota la struttura 
e la forma. 

Anzitutto la descrizione della natura e della disposizione dei materiali ci ha 
già a sufficienza indicato quale può essere stato il suo modo di origine. Infatti 
le ceneri, i lapilli. le pomici, le scorie e gli altri consimili materiali frammen- 
tarî, serbatisi in alcuni punti sciolti o incoerenti, in altri punti più 0 meno ce- 
mentati a formare dei tufi, si rivelano tali quali tutti i prodotti dei comuni vul- 
cani nelle loro fasi esplosive, eruttati all'aria aperta e depos tatisi alla medesima 
aria aperta, senza alcun indizio di eruzioni sottomarine. Solamente alle falde e- 
streme, verso l'alveo del lago d’ Agnano e verso gli altri piani del nord e del- 
l’ovest si possono riscontrare alcuni strati tufacei (in parte depositatisi diretta- 
mente per via aerea e in parte lavati dalle acque di pioggia), i quali si sono evi- 
dentemente ammassati nei bassi bacini lacustri, che riempivano quegli antichi cra- 
teri o le depressioni tra un cratere e l’altro. Similmente nell'interno di Astroni, 
nell'atrio che cinge le colline centrali, si hanno simili depositi tufacei, sedimenta- 
tisi in piccoli stagni e laghetti, analo.shi al piccolo lag». che sul fondo ultimo ancora 
sussiste. Tali limitati e sottili depositi marginali nulla tolgono al fatto princi- 
pale, che la grande massa dei materizii di Astroni è interamente costituita da 
produtti di eruzioni esplosive subaerer, rapide e quasi ininterrotte, che hanno me- 
nato alla formazione di un cono craterico semplice e regolare. 

Questa sola circostanza dunque già per sè stessa è valida per ribattere l’as- 
surda ipotesi, applicata agli Astroni, di un'origine per sollevamento di anteriori 
stati tufacei sottomarini; ma v' ha ancora di più. Tutti i materiali di Astroni, 
di origine eruttiva subaerea, non solo formano strati inclinanti quaquaversalmente 
all’esterno del cratere, lungo le falde coniche (come vorreb!e la ipotesi del solle- 
vamento) ma hanno dato altresì luogo ad altri potenti strati, che inclinano egual- 
mente verso l’interno del cratere: cosa inespicabile e impossibile a concepirsi nel 
caso di un solievamento, mentre è perfettamente conforme alle leggi, secondo le 
quali si depone intorno a una bocca eruttiva il materiale da questa lanciato, for- 
‘mando un anello a doppia inclinazione, interna ed esterna, più o meno alto o de- 
presso. regolare o irregolare, secondo la violenza e la continuità degli atti erut- 
tivi e il rapporto delia forza di projezione con la legge di gravità. Il cono cra- 
terico di Astroni corrisponde dunque perfettamente alla definizione dei vulcani data 
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da Kant nelle sue Vorlesungen itber Physische Geographie: « Feuerspeiende Berge 
kann man als Feuerschliinde betrachten , durch deren Miindung eine ihnen an- 
gemessene Ladung herausgestussen wird ». 

E inoltre ancora. Le prominenze che si trovano sul fondo del cratere d'Astron 
e che erano state supposte essere costituite da una grande cupola, da una lacco- 
lite trachitica, la quale avrebbe sollevato e squarciato i circostanti tufi, viceversa, 
esaminate da vicino, si vede che non sono da altro formate che da um modesto 
cono tufaceo, dal cui cratere slabbrato ad oriente è effluita una piccola corrente 
di lava scoriacea, raggrumatasi aiquanto in una cupoletta massiccia ad una delle 
estremità. La massa di lava incastonata nel fianco orientale della grande cer- 
chia è indipendente dalla lava del fondo del cratere ed è certamente anteriore 
alle eruzioni esplosive di Astroni. Vien quindi così a cadere ogni supposta base 
di un immaginario sollevamento, ed Astroni appare come tipico vulcano subaereo a 
recinto, costituito da accumulazione di materiali frammentarî, a forma di cono largo 
e depresso, con ampio, svasato e profondo cratere, nel cui centro si sono avute le 
ultime manifestazioni eruttive. 

Tanto la natura dei materiali rigettati, prevalentemente cinerei, lapillosi e 
pumicei, quanto la loro disposizione e la forma'del cono attestano che le esplo- 
sioni, a cui essi debbono la loro origine, dovettero essere grandi, continue e ra- 
pide. In virtù di tal genere di esplosioni si è formato l'ampio e regolare cratere, 
ben diverso dagli imbuti stretti e sinuosi, che si trovano alla cima dei vulcani 
compositi come il Vesuvio. Tutto porta a credere infatti, che l’arca del fondo del 
cratere di Astroni, al pari di quella di Monte Nuovo, rappresenti la sezione oriz- 
zontale, leggermente ellittica, del camino eruttivo, di forma cilindrica, analoga a 
quella riscontrata nei Maare della Svevia, nei Necks di Scozia e nei pozzi ada- 
mantiferi dell’ Africa australe. In questo camino eruttivo debbono continuarsi, 
pendendo sempre verso il centro, gli strati di materiale frammentario, che formano 
le pareti interne visibili del grande cratere, percor:e da un dicco o filone centrale 
di lava, che rappresenterebbe la continuazione interna degli efflussi lavici versatisi 
nel fondo del cratere. Così che per induzione noi veniamo a formarci dell'interno 
del camino eruttivo di Astroni un quadro, che corrisponde esattamente a quello, 
che visibilmente ora ci mostrano i camini eruttivi dei vulcani permiani di Sco- 
zia, specialmente nella Fife orientale, e che mostra addirittura una sorprendente 
identità con il piano e la sezione naturale di Elie Harbour e di Kincraig, illu- 
strati da sir Archibald Geikie a pag. 80 e 8le fig. 217-218 del II volu- 
me della sua grande opera sugli Ancient volcanoes of Great Britain. 

Dato ora che il fondo attuale del cratere di Astroni rappresenti press'a poco 
la sezione superiore del suo camino eruttivo cilindrico, se si fa un ragionamento 
analogo a quello sviluppato da uno di noi nelle sue Considerazioni sull'origine su- 
perficiale dei vulcani (Atti di quest’Accademia, serie 2°, vol. XI, 1902), se cioè 
si suppone, che tutto il materiale costituente il cono craterico non sia prodotto da 
magma autogeno, ma rappresenti solo materiale strappato al camino percorso dai gas 
e vapori eruttivi e rigettato al di fuori, e si calcola, in base al volume del ma- 
teriale stesso, la probabile profondità da cui sono partite le esplosioni, si ottiene 
come limite massimo una profondità di poco più di 2500 metri. Che tale pro- 
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fondità rappresenti un limite massimo, forse mai raggiunto in realtà dalle esplo- 
sioni di Astroni, è indicato dal fatto, che tra i materiali rigettati dal nostro 
vulcano non si trova alcun saggio intatto dei terreni sedimentarî, i quali pur 
certamente formano il fondo della conca campana a poche centinaia di metri al 
disotto della superficie. Viceversa tra i materiali rigettati da Astroni sono certo 
abbondantissime le ceneri, i lapilli e gli altri frammenti eruttivi, strappati dalle 
esplosioni alla coltre vulcanica attraverso cui dovettero aprirsi il cammino. Di 
materiale sedimentario profondo ci danno solamente indizio i blocchi a humboldti- 
lite e facellite delle scorie del grande recinto e della lava del fondo, i quali, es- 
sendo già in tutto e per tutto completamente metamorfosati, dimostrano, che i 
calcari, ai quali essi debbono la loro origine, dovettero stare lungo tempo a con- 
tatto in profondità col magma, prima che questo erompesse al difuori per formare 
il cratere di Astroni. 

Il fatto poi, che tali blocchi metamorfici di origine calcarea si trovano nelle 
scorie e nella lava, che rappresentano gli ultimi atti eruttivi di Astroni, dimo- 
stra, che il magma, il quale giaceva in profondo, a contatto del bacino calcareo, 
nen traboecò in forma lavica e scoriacea che alla fine quasi di tutta la mani- 
festazione erùttiva (analogamente a quando avvenne al Monte Nuovo), quando già 
il vapore d'acqua gli aveva violentemente aperto un ampio camino, lanciando al 
difuori tutti i materiali incontrati nel suo passaggio e anche buona parte del magma 
stesso, polverizzato e soffiato sotto forma di ceneri e di pomici. A questo bacino 
magmati.o locale, poco profondo, l’acqua d'infiltrazione, forse proveniente dal mare 
vicino ma più probabilmente derivante dai colli dintorno, dovette lentamente per- 
venire ed essere assorbita dal magma stesso, finchè per quantità e riscaldamento 
non raggiunse la tensione, necessaria a vincere la pressione opposta dalla pila di 
terreni soprastanti: raggiunta la quale, dopo le scosse sussultorie, simili al fre- 
mito delle pareti d’una caldaia ad alta tensione, in un attimo il suolo fu squarciato 
e, con una serie di esplosioni grandiose e rapide, simili a quelle del 1538 del Monte 
Nuovo, durate appena pochi giorni, in pochissimo tempo intorno alla bocca eruttiva si 
innalzò il grande anfiteatro craterico. Dopo una breve sosta (tal quale così come 
al Monte Nuovo), quasi una pausa momentanea nella violenza e rapidità della 
manifestazione eruttiva, furono lanciate le scorie del recinto e i materiali fram- 
mentarî del cono interno e sgorgò dalle ime viscere del vulcano la lava più densa 
e più scarica di vapor d'acqua, la quale col suo flutto indurato pose il suggello 
di chiusura all’attività eruttiva di Astroni. 

Quest attività di Astroni rappresenta una delle manifestazioni più recenti 
della storia geologica dei Campi Flegrei. Noi abbiamo già detto, che essa fu del 
tutto subaerea e fu posteriore di molto alla formazione dei grandi crateri perife- 
rici di tufo giallo costituenti Miseno, Porto di Miseno, la piattaforma dell’Aver- 
no e del piano di Quarto, il Gauro, i Camalioli, Capodimonte, il Vomero, Po- 
sillipo e Nisida. Abbiamo anche visto, che essa fu posteriore pure al grande cra- 
tere di Agnano, all’altro cratere che è indicato dalla cresta Pacifico, e fors'anche 
alla prima accensione dei fuochi della Solfatara. Così che di crateri certamente 
posteriori agli Astroni non ci sono che quelli di Campana, Cigliano e Monte Nuo- 
vo, a cui forse bisogna aggiungere i piccoli crateri d’esplosione, i quali sì trovano 
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lungo una linea, diretta da nord a sud e passante per Baja, a cominciave da 
M. Ruscello, per M. Rosso, l’Averno, Baja e il Fondo di Baja, fino a Bacoli. Si 
può quindi anche dire, che Astroni rappresenta veramente l’ultima grandiosa ma- 
nifestazione eruttiva dei Campi Flegrei. 

Questa manifestazione non solo è stata geologicamente recentissima, ma forse 
anche essa esce addirittura dagli abissi oscuri delle ère geologiche e si presenta 
quasi all'ingresso dei tempi storici, là dove per le nostre contrade la preistoria 
comincia a passare nella vera storia degli uomini.—Infatti, i vulcani costruiti 
da tufo giallo sì trovano ora, per accidenti.tettonici, per posteriori eruzioni, per 
denudazione atmosferica e per abrasione marina, in uno stato sensibile di degra- 
dazione e di disfacimento; nessuno dei coni s'è mantenuto intatto, ma ognuno di 
essi mostra i fianchi squarciati da posteriori esplosioni, il cratere slabbrato dalle 
frane verticali, le falde selcate dai canali d’erosione e i margini corrosi dalle onde 
del mare, che batteva fin sotto i Camaldoli e intorno al Gauro, ondeggiando sui 
piani di Soccavo e della Starza. Eppure tutti questi mutamenti non sono geolo- 
g:camente moito antichi, perchè la formazione dei crateri di tufo giallo è di pa- 
recchio posteriore alle eruzioni dell’ Epomeo (le quali si esplicarono tra il chiu- 
dersi del pliocene e l'aprirsi del pleistocene e si continuarono in questo) e quindi 
essa deve appartenere a tempi abbastanza avanzati del quaternario. 

Se ora consideriamo l'intervallo di tempo, che ha dovuto trascorrere tra la for- 
mazione dei vulcani di tufo gialio e l'origine di Astroni, e guardiamo il fresco 
e quasi intatto stato di conservazione in cui questo si trova. facilmente ne in- 
duciamo, che la formazione del nostro cratere deve essere stata vicinissima a noi. 
Di ciò tanto più presto ci convinciamo, se teniamo conto della straordinaria al- 
terabilità e friabilità presentata dai materiali incoerenti e leggieri di Astroni e 
della quale si ha una prova nei fianchi suci stessi. Infatti, quando dall’anfiteatro 
di Pozzuoli si sale verso nord-est, passando attraverso le grandiose ruine di edi- 
ficii romani, in una delle profonde cupe, che salgono verso il cratere, si vedono 
gli avanzi del lastricato poligonale di una via romana, situati all'altezza media 


di un metro sul fondo della cupa e sormontati da una pila di tufi e di pozzolane 


di circa cinque o sei metri d'altezza, in cui la cupa stessa è scavata. La posi- 
zione di quel lastricato mostra, che la via romana durante il medio evo dovè es- 
sere sepellita da prodotti eruttivi, parte lanciati dalla Solfatara e parte forse tra- 
sportativi dalle acque, e che posteriormente queste acque stesse, nel corso di pochi 
secoli, hanno potuto incidere tutto quanto il sovrapposto materiale, fino a rag- 
giungere il sepellito lastricato, erodendo inoltre ancora per un metro circa al di- 
sotto di questo: cosa, ripeto. che non deve meravigliare se si riflette quanto siano 
erodibili le ceneri, le pozzolane, e i banchi di lapilli e di pomici, da cui quei 
depositi sono costituiti. Ora gli Astroni in sostanza mostrano pochi e limitati ef- 
fetti della denudazione atmosferica, rappresentati dai pochi valloni centrifughi ra- 
diali delle falde esterne orientali e meridionali, e dai tre o quattro canaloni cen- 
tripeti radiali della parete interna settentrionale del cratere: il resto delle falde 
coniche esterne e delle pareti dell'interno cratere non mostra segni d'alterazione 
molto maggiori di quelli che si riscontrano dentro e fuori del Monte Nuovo, dopo 
poco meno di quattro secoli di esposizione atmosferica. 

Ciò dimostra ad evidenza, che la formazione del cratere di Astroni non solo 


VEN re ee ee n 


veni 


ge L 

appartiene agli ultimi momenti del quaternario, ma che essa esce forse addirittura 
fuor del computo relativo dei tempi geologici e si avanza al limitare dei tempi 
storici, in modo che già la sua età si può forse contare per secoli. Certamente i rami 
italici della stirpe ariana, che scesero dalle Alpi orientali nella nostra penisola, 
a cui diedero il nome, assistettero dagli ultimi contrafforti di quest’ Appennino 
alle sue immani conflagrazioni; le quali poterono forse anche esser viste dai 
primi coloni greci, che qualche millennio prima dell'èra volgare cercavano dalle 
isole nel continente e da questo in quelle scampo alle molteplici eruzioni, da cui 
erano di continuo minacciati sul suolo malfermo. Così le loro vergini menti tras- 
sero da queste grandiose visioni nuova materia per le loro concezioni delle lotte 
tra le forze telluriche e quelle atmosferiche, con la vittoria finale dei numi cele- 
sti; e forse nella radice del nome stesso di Astroni ci lasciarono il ricordo dei 
lampeggiamenti accolti nella prima visione di questo cratere. 


CONCLUSIONE 


Alla fine dei tempi quaternarî, forse alcuni millennii appena prima dell’èra 
volgare, quando già dal mare emergeva il modellamento dei Campi Flegrei quasi 
del tutto completo, specialmente nelle sue parti periferiche, al centro di essi, con 
fenomeni precursori e concomitanti simili a quelli notici dalla formazione del 
Monte Nuovo, si aprì nel suolo vasta voragine, dalla quale con esplosioni gran- 
diose, continue e rapide, fu eruttata copia grande di materiali frammentarî (ce- 
neri, lapilli, pomici e scorie), i quali si accumularono intorno alla bocca erut- 
tiva, in modo da formare il grande cono craterico di Astroni. Dopo breve pausa 
ripigliarono con minore veemenza le eruzioni, le quali innalzarono sul fondo del 
grande cratere il piccolo cono tufaceo dell’ Imperatrice, da cui contemporaneamente 
sgorgò una piccola corrente di lava, che si allargò nelle prominenze dei Paglia- 
roni, si raggrumò nel toppo della Rotondella e chiuse il ciclo eruttivo di questo 
possente vulcano. 

I materiali autogeni da esso eruttati, sia sotto forma frammentaria di cene- 
ri, lapilli, pozzolane, tufi, pomici, ossidiane e scorie, che sotto quella continua 
di lava, scoriacea o massiccia, presentano grande uniformità di composizione chi- 
mica e mineralogica e provengono da un magma trachitico-hasico, di composi- 
zione intermedia tra le trachiti e le andesiti, corrispondente alle vulsiniti della 
regione vulcanica di Bolsena. 

I materiali allogeni, rigettati sotto forma frammentaria, e di natura analoga 


| agli autogeni, o soltato eccezionalmente alquanto più basici, di tipo trachidoleri- 


tico, provengono generalmente dai sottostanti depositi eruttivi e in un caso solo 
(blocchi a humboldtilite trasportati dagli ultimi sbocchi di scorie e di lave) in- 
dicano provenienza dal bacino sedimentario calcareo, col quale il magma dovè 
stare lungamente a contatto prima di fare eruzione. Ciò, insieme ad altri argo- 
menti, prova che le esplosioni, a cui Astroni deve la sua origine, partirono da 
poca profondità al disotto del suolo. 

I materiali eruttati, nel depositarsi, in parte si modellarono sui rilievi pree- 


sistenti all’intorno e specialmente coprirono quella parte del lato nord-uvest della 
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cinta preesistente di Agnano, che era rimasta illesa dalle esplosioni (di cui re-- 
stano a testimonianza la massa vulsinitica della Caprara e le creste che si trova - 
no a nordea sud del cono), ein parte si espansero liberamente sul suolo circostante, 
Nell’un caso e nell’ altro assunsero nel complesso la forma caratteristica di un: 
cono largo e depresso, ad ampio e profondo cratere, con strati inclinati centrifu- 
gamente all’esterno nelle falde coniche e centripetamente all’ interno nelle pareti 
crateriche. L'aggiunta di un cono eruttivo interno diede poi ad Astroni l’aspetto 
tipico di un vulcano a recinto; e la posteriore formazione di buona parte, se non 
di tutta la Solfatara, e degli interi crateri di Cigliano e di Campana gli gittò 
intorno una corona di coni eruttivi minori. 

Le forze eruttive, che avevano creato il grande cono craterico, e i rilievi an- 
teriori, che ne avevano determinato alcune modalità nella architettura interna e 
nella plastica esterna, avevano contemporaneamente anche segnato le linee fonda - 
mentali di attacco alla pioggia edace e alle altre forze distruggitrici dell’atmo- 
sfera, che assalirono subito il prostrato , estinto figlio della terra e con la loro 
opera lenta, assidua e pertinace ne lacerarono, ne rodono e ancor più ne dilanie- 
ranno le membra, durante la innumerabile serie degli anni e la fuga dei tempi, 
fino a compiere l’inesorabile, gigantesca opera di disfacimento e di rivolgimento. 
Forse l’immane ciclope potrebbe ancora avere qualche parossismo di furore, sa- 
liente dai suoi più interni e ancor caldi precordî; ma a noi ora pare che il suo. 
fuoco animatore sia del tutto spento e che il lucido cielo si possa stendere vitto- 
rioso sulla grande orbita vuota che non ha più lampi. 


Questo lavoro, intrapreso sotto i più fausti auspicii, compiuto tra le più liete 
speranze duna prossima continuazione, è stato durante il corso della sua stampa 
funestato dalla scomparsa del principale dei suoi autori. Il 3 giugno ultimo 
scorso Carlo Riva’, ascendendo la Grigna settentrionale sul lago di Como, col- 
pito e travolto da una valanga di neve e precipitato dall’ alto di una di quelle 
rupi dolomitiche, tragicamente periva, nel fiore della sua splendida giovinezza, 
mentre più gagliarde fluivano in lui le forze della vita e intorno al suo capo. 
pensoso girava con volo d’ aquila la speranza d'un glorioso avvenire. 

Nato il 8 agosto 1872 a Imbersago sull’Adda, aveva ‘nel suo organismo as- 
sorbito la forza possente del grande pino ubertoso e nei suoi occhi accolto la vi- 
sione sublime delle Alpi soprastanti, e quella forza mettendo a servizio di questa 
visione egli aveva dedicata tutta intera la sua rigogliosa esistenza alla severa e: 
faticosa investigazione scientifica; che però nel suo spirito restò sempre congiunta 
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‘al culto assiduo e alla sacra venerazione per tutte le cose belle e per tutte le cose 
grandi, sia della natura che dell’arte e del pensiero umano: il tutto essendo co- 
ronato da un carattere dolce, modesto, gentile e ‘al tempo stesso appassionato e 
forte, calmo, sicuro, sereno. 

In uno speciale volume di Zicordi, prossimo a pubblicarsi, ho cercato di 
esporre i frutti della sua attività intellettuale: i viaggi scientifici da lui compiuti 
in Russia, nella Siberia, negli Urali, nel Caucaso, nell’ Armenia, nei Pirenei, 
nell’Alvernia, in Germania, nella nostra penisola e nelle nostre isole, di cui gli 
era nota quasi ogni parte; le sue ardite ascensioni alpine, che lo avevano portato 
fin sul Grande Ararat; le sue ricerche di cristallografia e di mineralogia fisica e 
‘chimica, che lo avevano condotto a risultati interessanti, specialmente sugli indici 
di rifrazione e la determinazione dei feldspati; e finalmente i suoi lavori di petro- 
grafia geologica, che ormai non avevano pari e che avevano illustrato e illu- 
streranno ancora in modo mirabile (nei lasciati manoscritti) le masse granitiche 
e le rocce filoniane delle Alpi lombarde e della Sardegna, con le loro rispettive 
zone cristallino-scistose di contatto. 

Tale sua sapienza mineralogica e petrografica e il suo amore per i dintorni 
di Napoli e l’affetto reciproco che ci univa aveano fatto sorgere in noi il pen- 
siero di dare nel corso degli anni una illustrazione geologica, il più che possibile 
completa, dei Campi Flegrei; e di tale illustrazione finora infatti s'è compiuta la 
monografia sul cratere di Vivara e questa di Astroni, alla cui comparsa purtroppo 
Egli più non assiste. Ma ora, che la sua vita e la sua forza s'è infranta, come 
quella di un grande valido arco troppo teso, e che con la sua morte è svanita 
anche la sua sapienza, la bella ideata opera si spezza, in attesa che altri dopo 
di noi vengano a ripigliarla e a risollevarla. L’arte è lunga, anche se la nostra 
vita è breve; e questa brevità e caducità della nostra vita può anzi, ora come sem- 
pre, esserci di conforto nella subìta perdita, assicurandoci, che tra pochi anni, tra 
mesi, tra giorni, forse, anche noi scenderemo nella terra, al cui grembo l’amico 
diletto è stato giù maternamente accolto. 
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ATTI DELLA R. ACCADEMIA 


DELLE SCIENZE FISICHE E MATEMATICHE 


ALCUNE FORMOLE DELLA MECCANICA DEI FLUIDI 
IN UNO SPAZIO A TRE DIMENSIONI DI CURVATURA COSTANTE 


Nora I. 
ili DOMENICO DE FRANCESCO 


presentata nell'adunanza del dì 7 Giugno 1902 


Oggetto di questa Nota è di stabilire con metodo elementare le formole fondamen- 
tali della Meccanica dei fluidi in uno spazio a tre dimensioni di curvatura costante. 

1. Premettiamo due formole di geumetria relative al volume di un parallele- 
pipedo infinitesimo. 

Si abbia in uno spazio iperbolico a tre dimensioni *) un parallelepipedo in- 


*) Solo per fissare le idee noi supponiamo lo spazio iperbolico, ma le formule valgono anche 
per lo spazio ellittico mediante una piccola variazione nel sign ficato delle notazioni, Ricordiamo 
infatti che un punto s’ intende individuato dal'e sue tre distanze £,n.4 da tre piani coordinati 
ortogonali, o dalle quattro coordinate omogenee @,y,2,%, legate con &, nm, dalle relazioni : 

n p 


a xa=tisen— = sen — RS wu = cos — 
( ) K ’ Yy k ’ k ’ k Ù 


1 : 
essendo p la distanza del punto dall'origine, ed pa la radice quadrata della curvatura; e siccome, 
(i 


detti a, 8,y gli angoli direttori di p, si ha: 


x y 5 


cosa cos  cosv 


[e] s 
—isen, viene: u—a?—y°—21=1. 


Nello spazio ellittico noi assumiamo &K=1, e nell’iperbolicro &=?#. Nel secondo Q,Y,5,U 
sono tutte reali e des gnano i seni iperbolici Sen& , Senn, Sen& ed il coseno iperbolico Cosp; nel 
primo ad evitare gl’immaginari, giova assumere invece delle (a) le seguenti: 

(0) o=sen7 , y=sent ; 2= sen È. i u=cos È, 
ed allora si ha: 2° + y* + 22 + u*=1. (La formola (1) vale egnalmente). 

La 03 -+ y7 + 224 u°=1 evidentemente è più como la dell’altra, e quindi anche nello spazio 
iperbolico giova in certi casi preferire le (2) (come del resto abbiamo fatto talvolta nelle Memorie 
precedenti). Questa sostituzione delle (8) alle (2) si eff-ttua scrivendo in tutte le formole provenienti 
dal sistema (a), al posto di 2,7. le quantità #20, 77,75 (Cfr. Alcuni problemi di Meccanica in 
uno spazio a tre dimensioni di curvatura costante. Mem. I e II, Atti della R. Ace. delle Scienze 
di Napoli, 1900). 
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et 
finitesimo determinato dai tre spigoli concorrenti 4s,,ds,,ds,, e siano ordinata- 
mente: 
j E Yy Z i 
|u4+du «+da, y+dy, 2+44dz, ' 
\u+du, 2+dax, y+dy, 2+dz, | 
|u+ du, a+dr, y+ dyy 24 dz} 


le coordinate omogenee del vertice comune e degli estremi dei tre spigoli ds, , 45, , ds, 
rispetto ad una terna di assi ortogonali: dico che il volume 4V di questo paral- 
lelepipedo è espresso, in valore assoluto, dal determinante formato dal precedente 
schema, ossia: 


| ee bi. y z 
du 
(1) |av|= 


| duz di, dy, de, 


Infatti, scriviamo il secondo membro sotto la forma: 


(fl 
p{idu, dr, dy, da; 

idu, da, dy, dz, 
| idu, dx, dyy dz, 


ed innalziamo a quadrato (moltiplicando per orizzontali). Tenendo presenti le for- 
mole : : 
e u-a3-y-23=] i udu—xde—ydy—2da=0 , 
) —du+dx*-+dy*4d2°—ds* , —du,du,--dx,dx+-dy,dy,4+-dz,dz,=ds,dszc0s (2,3) *), 


*) Questa formola, che non è stata data nelle Note precedenti, si dimostra nel modo seguente. 
Chiamando ds,; l'elemento che congiunge i punti 


(cr +dx,,yt+-dy,,24-dz,,u4du,) , (c+dx,,yt+dy,,2+dz,,u+ du), 
si ha per la 8* delle (2): 
dstyy = (dx, — dry)? + (dy, — dy3)" + (dz, — dz)" — (du, — duz)? 
= ds*, + ds*, — 2(drydx,y 4 dyydy, + d2,d2, — du,du,) . 


Ma si ha pure: 
ds*,,= ds, 4 ds, — 2ds,ds3 cos (2,3) ; 
quindi: 
dsyls, cos (2,3) = daydry + dy,dy, + de,dz, — duyluz +. 


otterremo : 
—1 0 0 0 
0 ds) ds,ds,c0s(1,2) ds,ds;cos(1 ,3) l 
0 ds,ds,cos(2,1) dsy ds,ds,c0s(2,3)| cos(2,1) 
0 ds,ds,cos(3,1) ds,ds,c0s(3,2) ds? cos(3, 1) 


(AV). 


Consideriamo ora due punti infinitamente vicini M(2, 


cos(1,2) cos(1,83)| 
(1,2) (1,3) | ds 3dsd0 
1 cos (2,8) 


cos (3, 2) 1 


c.v.d. 


Y,z,u)ed M(24 4, 


y+dy,z+dz,u+ du). Conducendo da essi le tre coppie di superficie equidistanti 
dai piani coordinati, esse chiuderanno un elemento volumetrico MABC, che dico 
essere un parallelepipedo. 


Infatti, essendo le coordinate dei suoi vertici : 


M ai ITER Sa = 0 - a 
A ’ a+ de sa , 4 uva 5 
pe 
B , x . y+ dy bj 4 , di I i 
Bird 3g e u+È da i 
’ U Z 
A et, . y+ dy ’ z+ dz ’ E 
(7 
È si LC 4 
Bi ; ®+bdax , yY , z+dz, up dot 7 de, 
Ù x y 
Cc ’ x+ de ’ y+ dy , 4 ? Sa pg 


M', +dx , y+dy ,-4{dz , u+du 


, 


dalla terza delle (2) sì ricava che i quattro spigoli secondo #, i quattro secondo y 
ed i quattro secondo z.sono eguali; ossia: 


MA=MA'—=BC'=B'C=dx Vi rie 


u? 


z 2 
MB=MB' =CA'=CA=dy Va pa 
u 


23 


MC —=M°C —AB—=A4A'B=dz RE è 


Applicando a questo parallelepipedo la (1) si ha: 


ù pe __dxdydz 
© "a I ay 0 dy 0 (E - u : 
u 


’ 


aes pero 
Equazioni d’ equilibrio. 


2. Ci proponiamo ora di trovare le equazioni che rappresentano l’ equilibrio 
di una massa fluida qualunque, ammettendo il principio di Pascal. Consideriamo 
in essa un elemento infinitesimo MABC (fig. 1°) compreso fra le superficie equidi- 
stanti ai tre piani coordinati, condotte per i punti M(2,7,2,%) ed M(z2+dz,y+4y, 
z+dz ,u+du). Questo elemento, = 4 V, è in equilibrio sotto l’azione delle forze esterne 
adesso applicate e delle pressioni normali alle facce, esercitate dalle particelle fluide 
adiacenti. Siano # e y la densità e la pressione unitaria nel punto M; pL,d4V, 
pM,dV,pN,dV i comomenti secondo gli assi delle forze esterne che agiscono sull’e- 
lemento considerato *). Il comomento secondo l’asse 
x della pressione che si esercita sulla faccia MBC 
del parallelepipedo è: 


quello della pressione che si esercita sulla faccia op- 
posta è 


Ò 7 
—(p+ cp de) ved ui 
dr Krze pro 
I comomenti secondo lo stesso asse delle pressioni che 
Fig. 1.° si esercitano sulle altre quattro facce ‘sono nulli. 
. . . . q 
Per l’equilibrio dell’elemento fluido 4V dovrà essere: 
u dp 


= Vrafa # dx .MBC+pL,dV=0. 
Conducendo dal vertice M del parallelepipedo la perpendicolare MF' alla faccia 
MBC, essa sarà il prolungamento della perpendicolare MF =6 al piano yz e sarà: 


À da love i 
(4) MF —di = EZ4P MEI 


—n 9 


VI+a8 Vip a? 
sicchè l'equazione precedente, tolto il fattore comune, diventa : 


dp 
—u- + pL,=90, 
SEP 


che scriveremo con le altre due analoghe, così: 


dp _P dn _P 
(5) d. o Cogli N giga . 


*) Ricordiamo che il comomento di nna forza R rispetto ad un punto O è un vettore di gran- 
dezza Rcos:d (essendo è la distanza OH del punto da R), posto nel piano OR e perpendicolare 
in O ad OH. Per brevità chiamiamo comomenti secondo gli assi coordinati le componenti secondo 
i medesimi del comomento rispetto all'origine. 


è rat 
Da sip si deduce l’equazione: 


o dp= È (Lydr + Mdy + N,dz), 


onde, affinchè il secondo membro sia un differenziale esatto, È deve essere un fat- 


tore integrante del trinomio in parentesi; per conseguenza le forze esterne deb- 
bono soddisfare l’equazione: 


A (Raro 


3. Esempi. Mostreremo qualche caso in cui l'equazione (6) è integrabile. 
IL Za forza esterna che sollecita ciascun elemento fluido sia diretta ad un 
punto fisso e funzione della distanza. 
Prendiamo il punto fisso come origine delle coordinate (fig. 2°): chiamando F 
la forza unitaria applicata all'elemento 4V, avremo: 


= RA : <a Ri Ah z 

indi Va—1 Vae=1 Vi —=-1 | 

qu : 
L,dx + M,dy + N,dz= dele g Seli 
Va-1 i a 
Supponendo s funzione di «, dalla (6) avremo: _ | 
Fdu / 
8 i = +C: F 
È to. fe Va —1 il Fig. 22 


Le superficie di livello sono quindi sfere concentriche: il centro comune è il punto 
fisso. i 

Il. Za forza sia perpendicolare ad un piano fisso (che assumeremo come 
piano coordinato &n) e 22 densità sia funzione della sola 2. Si avrà (fig. 3°): 


F Z 

L=0 . M=0 RA so 4 

Vi-t-23 
Fudz BL 

L,dx + M,dy + Ndz = — 
f V1-42 
onde risulta: food + 
È Fdz 
(9) p= = f(=)+€ x 

V1+= Y Na 


In questo caso le superficie di egual pressione sono Fig. 3° 


le equidistanti dal piano z—=0, il che era da prevedersi, potendosi esso dedurre 
- dal precedente col supporre il centro di forza immaginario. Nello spazio ellittico 
i due casi considerati ccincidono. 

IL Za forza sia paral'ela ad una retta fissa e funzione della distanza da 
un'orisfera fissa avente il centro sulla retta data. 


e 
Questo è un altro caso d’integrabilità della (6) che trova un’interpretazione 
geometrica reale soltanto nello spazio pseudosferico. 
Presa la retta fissa come asse delle z (fig. 4°) e l’origine O nel punto d’in- 
tersezione con l’orisfera fissa, avremo (Mem. I cit., 


Ò ri n. 41): 
L, =— F Cost cos — Pte pnia 
D+ y° Va +y? 
M,=--FCoshcosy —’ = — FSenh 3 
Va +y? + y° 
N= FCoshSenpg=F, 
Fig. 4° essendo OH=4 la perpendicolare condotta dall’origine 


sulla linea della forza e 4 l’angolo di parallelismo z0H. Dall’equazione della linea 
di azione della forza MF nel piano 20x' (Mem. cit., n. 11), cioè: 


Va?+ y9= Send. (u— 2) 3 sì ha: seni e) 
quindi: 
Lee 3 Ma ii: 
L,dx + Mdy 4 Ndaz= — cd d(u—z)=—Fwud.log(u— z), 


e poichè l’ orisfera passante per M(7,y,z,u) ha per eqaazione (Mem. cit., n. 9): 


u—zs=e*, 
dove e rappresenta il segmento che la detta orisfera taglia sull’asse Oz a partire 
dall'origine 0, od in altri termini la distanza del punto M dall’orisfera passante 
per O ed avente il centro sull'asse 0z, risulta: 


L,da + May + N,dz = uFde , 


per conseguenza, supponendo p funzione della sola e, si ha: 
(10) p= fpFde=/() Ia 


In questo caso le superficie di livello sono orisfere concentriche. 

IV. Supponiamo finalmente un fluido di densità costante soggetto a forze 
centrali come nei casi precedenti ed animato da un moto di rotazione intorno ad 
un asse passante pel centro stesso, ad es. Oz. 

Le equazioni differenziali del suo equilibrio relativo si otterranno aggiungen- 
do ai comomenti L, , M, , N, delle forze esterne i comomenti L',, M',, N’, della forza 
centrifuga unitaria proveniente dalla rotazione, forza che è perpendicolare all’as- 
se Oz. Indicando con r il Seno della distanza del punto M dall'asse 02 (fig. 5.*), 


-_ 
< 


-——- i — 


ed è la velocità angolare, la forza centrifuga unitaria sarà (Mem. II cit., 
n.4): F=wrVr +1, e quindi: 


L',=FCosh.È= wr È M°,== F'Cosh. È = wuy =, 
È 
L',dx + M',dy + N42 = w'urdr . 
iz 
Le equazioni che forniranno la pressione nelle ipo- È 


tesi I, II, III saranno dunque: Ed 


à De 
Fdu Re a 7 i 
r=e[ Selo } Da 


SI Vu —-1 db 


Equazioni del moto. 


4. Consideriamo ora una massa fluida in moto. Per passare dalle equazioni 
di equilibrio a quelle del moto basta, pel principio di D'Alembert, sostituire 
nelle (5) ad L,,M,,N, rispettivamente: 


d'a d*u d*y d'u d?z d*u 
je ner mr — RI RESCAA DI E gt RAS 
e e ng ta 
In tal modo otteniamo le seguenti equazioni: 
dar d'u _ u dp 
Medel "o DE 
d*y du u dp 
11 sea coi LS 
Lat tar Ne pdy° 7 
ni d3z P du _ u dp 
Meran pia 


alle quali possiamo aggiungere l’ equazione caratteristica, che lega la pressione 
con la densità e con la temperatura, e l'equazione di continuità: 
dp, d.dV _ 


pi. 
1) 


(12) dV 


Trasformazioni dell'equazione di continuità. 


5. L'equazione (12) si può trasformare in un’altra in cui compariscano le 


coordinate 2,7,z,u della molecola fluida mobile. A tal uopo incominciamo dal 
dd 


trasformare la dilatazione cubica —. 


ari 


Supponiamo che l’elemento fluido MABC, già considerato, subisca nel tem- 
puscolo di uno spostamento infinitesimo , per effetto del quale esso passi in 
M,A,B,C,: indicando le coordinate di M, con 


x=&x+adt , Y=y4+ydt , Z=34zd , U=utud, 


le coordinate dei vertici dell’elemento nella nuova posizione saranno : 


TX RAY: SZ 30 î 

SX ,Y+$7% 843 sU+ ;Y 
sx-4 Ei pe pe Mt È de , vpi p 

4 ap a 4 Tata ia 
Nat ta CELSO IEEE 24 DT do4 3 de U4 IL anta, 
RAT de+ e du + de+ IAS dei ay 043 det 
,X+dX ;Y par Z4 dZ , U+- d0 \ I 


e risulta per la 3. delle (2): 
MA, =M,A,=B,,=B,C,=dx V( 5) + (T)+ (55) - ( se) 


MB,= M,B,=0,4,=0,A,= dy USE (3)+ (È)-(5 pi 


quindi l’elemento è ancora un parallelepipedo. 
Il suo volume sarà per la (1): 


OLA SE IA 
dU dx dY dz 


PL: PARETE. 


dV+d.dV=| 9U dX dY IZ |dadydz. 
i ge Pe Ticino n 
dU dx dY dZ 


p ii 


chatgi < 


Togliendo dalla prima verticale, moltiplicata per U, la seconda moltiplicata 
per X, la terza per Y e la quarta per Z, si trova: 


mett dZ da dy dz 
adV+d.dV=|, DX dY 2 st do ii ds), 
mi SSA e Sa 
uri 7 da dy da 
> 3 i 30 U 14574 


e quindi l’equazione di continuità (12) diviene: 


up dari dd 
(13) aa di 


Essendo poi : vu = + yy + 22, potremo anche scrivere, eliminando w': 


d. dV ALE di di 
PM aaa î 
| de DI 3 


ed osservando che: 
2 NO FAL RETTO 


si ottiene: 
dp, d fpor\,d (09\ 2? (0e\_ 
(14) RATA i 


6. Un'altra trasformazione dell’equazione di continuità si ottiene osservando 
che una funzione qualunque delle variabili indipendenti #,y, può sempre con- 
siderarsi come funzione omogenea di grado arbitrario delle variabili 2,Y,2,%. 

Infatti la funzione non muta valore, se si sostituisce ad #,y,2 rispettiva- 
mente 


9: Y z 


Pi, == RE ERO SII 
Vu? Lay? — a? Vara - yo 33 Vis Era Lu peu pi 


e si moltiplica poi la funzione stessa per una potenza arbitraria dilu? — 2° — y" — ?°. 
Considerando quindi le quantità 4", y, e. come funzioni omogenee di grado 
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2 Ye 
n delle variabili #,y,2,%, si può porre l’equazione di continuità sotto una forma 
- diversa. Indicando infatti con una parentesi le derivate rispetto a queste quattro va- 
riabili, considerate come indipendenti, si avrà: 


ia! 
pe: 


de 


Derivando poi rispetto ad 4, y e 2 l'identità: 
xo + yy +22 — uu'=0, 


e tenendo presente le (15) e le analozhe, otteniamo: 
4A RAT 
vs) (o) "l Go) +e(30)- (55) n]50. 
sO LR 


Sommiamo queste equazioni, dopo averle moltiplicate rispettivamente per #,7,z 
e dicendo » il grado comune delle fnnzioni omogenee 2, ,2z,u'", avremo: 


site a) + (00 - (30) ]+ [0 (3a) ] [te (30)] 


+7 LO) 


ossia riducendo: 
(att) 


Con questa e colle (15), la (13) diviene: 


‘ e quindi, considerando anche p come funzione omogenea delle quattro variabili 
X,Y,%,%, l’equazione di continuità (12) prende la forma: 


0» vete) (0) CE) 


e: 
In questa equazione si suppone che tanto p, quanto 4, y',2',w siano funzioni 
omogenee di 2,y,2,v e di più che #,y,2,w' siano di eguale grado. 


Trasformazioni dell’equazioni del moto 


7. Sommando l’equazioni (11), dopo averle moltiplicate per 8,3, 3z, ed os- 
servando che 282 + y8y + 23 = udv, si ha: 


de... d'y d'z du L, M, N dp 


Posto poi: 


1 La | È 
(17) —(2+y"+="-u)=T n 21854 May 4 Morar \ fer, 


con un procedimento noto sì ricava: 


LU 


è? : 
(18) J "@T-+U — aP)de= | #°82+ 987 + 28 — udu| 


"o 


to 
od anche, supposto che le variazioni 82, 3,82, siano nulle ai limiti #, e #,, 


t 
(19) J (0T+U — 8P)d:=0. 
"o 


Con questa formola è agevole trasformare l’equazioni del moto in altre con coor- 
dinate qualungne; ma in questa Nota seguiteremo a servirci delle coordinate 
Ly,Y,2,U 

8. Alle equazioni (11) se ne possono sostituire altre nelle quali figurino le 
derivate prime delle x, y,z,w. A tal uopo sostituiamo in quelle: 


dx da, da èr e di da 
aL aL 
du d du' du' du' , du 
ea = ba —- e — 
ea eat ag * da 


ed otterremo: 


u dp dy' du ( dy' du ( dy' _ De) 


@ 
Po 
| 
<a 
dv 
| 
«| 
Son 


i I St fee — 


Poniamo ora: 


pe 


u dp _ dr du' È de da Vday: du' sid! du 
perdi vani ranieri irpini ) 


— 2u(Ry'— Qz') 


Re _ da 4 dr .Òy MIA , du' È i 
up uegtele “ia ai 3) — 2u(Ry 02), 


true +ui—2u(Ry-0), 
2) Mina yg du 2u(PimRa), 
Suzi e +3 — 28(Qu— Py) 

9. Nel caso del moto permanente tg , e le (22), moltiplicate 


rispettivamente per d7,dy,dz e sommate, danno: 


de dy dz 
L,da + M,dy + N,dz — 7 dp=udT —2u| a y 
Pest 


Questa equazione s’ integra quando si verificano queste tre condizioni: 1.° che 
sussista la funzione delle forze, che chiameremo ®, ossia che si abbia: 


1 
dg=— (Lido + Mdy + N,de) 


2.° che p sia funzione della sola p, 3.° che l'integrazione si estenda a punti in 
cui si verifichi: 


ei 
Allora si ha: 


“dp 
e + T=®Lcost. . 


(24) 


equazione che corrisponde al teorema di Bernoulli generalizzato. 

L'equazione (23) rappresenta una famiglia di superficie, ad ognuna delle 
quali corrisponde un valore della costante dell’integrale (24). 

Appartengono a queste superficie le linee in numero doppiamente infinito 


rappresentate da : 


da } i 
(25) ensfta Mi 


(26) —— 


Le prime sono le Zinee di moto, cioè le linee che ad un dato istante hanno 
in ogni punto la direzione della velocità che compete al punto stesso, le altre, 
come dimostreremo nella Nota il, sono le Zinee rorficali, cioè le linee che ad un 
dato istante hanno in ogni punto la direzione dell’ asse istantaneo di rotazione 
della molecola corrispondente al punto stesso (*). 


Teorema di Helmholtz 


10. Ponendo nelle equazioni (22) 


(27) r=ent_f. 
esse diventano: 
I iau _,B=x 
dI layp_s0)=;r. 


——— 


(*) Il Poincaré, sebbene non scriva l'equazione analoga alla (23), dimostra come nel moto per- 
manente, tirate da un punto qualunque una linea vorticale e una linea di moto, il luogo geometrico 
delle linee vortieali che passano per la linea di moto coincida col luogo geometrico delle linee di moto 
che passano per la vorticale. Queste superficie però, rappresentate generalmente dalla (23), possono 
essere considerate anche prescindendo dal moto permanente. Esse formano una specialità di quelle che 
il Beltrami chiama rorticoidi, e che sono il luogo geometrico delle linee vorticali che passano per 
i punti di una linea qualsiasi. 


— d'a 
Deriviamo la seconda rispetto a 2 e la terza rispetto ad y; avremo: 


dy' y du yz du' (3 dR de , dp ve) d°F 


td dda! Ve So 
d'a’ z du yz n e) d°F 
ddt u dydi | # ata +e ay gl "agì 


Sottragghiamo dalla seconda la prima, tenendo presente che : 


d(2P) =( dz a du d'y' y du ) 
"de \dydi "allea i 


di di +da dy 
de: 100 di 
da! dd 


si trova facilmente: 
= de dy' dz A de da' de } 
TR (+3 +35)= 319718 


ossia, in virtù dell'equazione di continuità (13), 


aP ud 
bi Vert a) hic 


Questa equazione si può anche scrivere : 
d (uP 
Spi a) (+9) 


Ciò premesso, consideriamo due molecole m (2,7,z,u)edm (c+&,7+n, 
z+%,u+ w) infinitamente vicine, poste al tempo ? sopra una medesima linea 


vorticale. Si avrà: 


Eu 
(30 E&—-P_,, = = 
) A n 5 14 


Alla fine del tempuscolo 48 m passerà in m, ed w' in #,; le coordinate di m,, 
saranno 2 + dz, ecc. e quelle di 2, saranno 7 ++ d(2 + £) ecc. Ma de= dt, 
e siccome passando da m ad m , x diventa: 


— wu 


ne E 
così : 


Reni do de 
d =i in 
(2 + 6) (434 Jac. 
da de de' eu de de de P 
d&e= 1 Ade — Mia =( re sx È ai EB] all 
7 (57 8+ 3 n+ 54) i Proto tRa)t= (È), 
Avremo dunque, 


&+di=e 4 a(7*)] i 
n+dan=e[ 22 +a(2)], 
t+ag=e|2+4(35)]. 
Queste tre equazioni mostrano che le due molecole considerate alla fine del tempo 


t + dt trovansi ancora sopra una linea vorticale. 
In ciò consiste appunto il teorema di Helmbholtz. 


Potenziale delle velocità. 


11. Supponiamo che il quadrinomio 
xc'de + ydy+ 2z'da — udu , 


sia un differenziale esatto, considerando # come una costante, ossia che sussista il 
potenziale di velocità. Intal caso, detta 9 una funzione di 4, y,, essendo: 


(31) (e se) de + (v- Ve ay 2 (5) ==d9, 


le equazioni di condizione si riducono alle (21), postovi P=0,Q=0,R=0. 
Allora la superficie (23) svanisce, e quindi l’integrale (24) ha luogo per tutti i 
punti del fluido. 

12. Il teorema di Lagrange: « Se 24 un istante qualunque sussiste il potenziale 
di velocità, esso sussisterà durante tutto il moto », si può considerare come un corol- 
lario del teorema di Helmholtz, giacchè se in un istante qualunque P=Q=R=d0, 
per la (29) e le analoghe, le stesse quantità saranno nulle durante tutto il nuovo. 
Ma può dimostrarsi anche indipendentemente dal teorema di Helmbholtz. 

Supponendo infatti che al tempo # il quadrinomio: 


e'dx 4 y'dy + 2'da — u'du 


sia un differenziale esatto, poichè alla fine del tempuscolo 4 esso diventa : 


i Î dre dy' de du' 
n'da + ydy + z'de — u'du + [Frao+S% +57%-357 du |a, 


PRC pe 


basterà dimostrare che la quantità entro parentesi è un differenziale esatto *). 


Ora dalle (22), nelle quali al tempo t, P=Q=T=0, si trae: 


ÒT dT 
L,de + Mjdy + N,d:— È (SL aa + 042 Pda) u(32d2+ 37 dy gd de) 
° da VI I du' ds du' 
— Sari ar )t+ (+3 — y “PA z Ve ° 
ossia: 
dp 4, dp da PAS d2' de 
dd-2 (2 da: 04 3i dy v+ pas) (- da +54 +iLde)o +9 dy + de — du; 


e dovendosi qui riguardare # come costante, il primo membro è un differenziale 
esatto e tale per conseguenza dovrà essere anche il secondo. c. v. d. 


13. Nel caso dei liquidi a temperatura costante p= cost., e l’ equazione di 
continuità (13) si riduce a: 


de. dy' da 
32 — - —_. e —_ e) 
1 ) x dy * 0 


Se sussiste il potenziale 9 di velocità, questa equazione può trasformarsi in una 
altra fra le derivate parziali di 9 rispetto alle variabili #,y,2 e le variabili stesse. 
Per facilitare questa trasformazione porremo prima la (32) sotto una forma 
diversa. Derivando l’ identità 
ax' + yy + 22' — uu =0 


rispetto ad 4, y e 2, abbiamo: 


î 2 
de PE i ao aa 
de dy' d3' du  y 
da dy' da de ei 
praga are © 30, 


e queste, moltiplicate rispettivamente per #,7,z e sommate, danno: 
Ge nic, Na 
DIET ata) rat ]= 
alla quale aggiungendo la (32), si ha: 


| da, dy' . da du' 
Di (14 all; sv(35 +3) 2% * 
xyz 


*) Cfr. Poincaré, Mecanique des fluides, Paris 1886, p. 95. 


DE 
e questa in virtù delle (21) (nelle quali si suppone P=0,Q=0,R=0), è 
equivalente a: 


(33) PERO, Ca PET 


u da dy u dy 


s dp 
ao A 
, do +’ 
(34 rs bia 
) CARE Spe 
4 u' __ de 
ida TA da 


ps 
die rit a) 


de x du _ de u 


\uecaneg a 


e sostituendo questi valori nella (33), si trova finalmente: 


rn de do |_ 
(35) Ditta, +3 =0. 


eyz 


14. Questa equazione sì semplifica molto considerando 9 come funzione omo- 
+ genea di grado » delle variabili 4,7,2,%. 
Le (34), che si possono scrivere: 


u' fdg\, x (09 
anTaz(P)+ 2 (2), 
di me i 
36 ‘-Ey=(3)+£ (2) 
(36) Y u? (2)+£ dul 
; SI t(S 
n u \d3/j° « 3a) * 
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=" 
moltiplicate rispettivamente per 2,7,z, e sommate, danno: 


i i d 
u = pqu — (F ) ; 
Sostituendo questo valore di x nelle (32), si ha: 
(AS DI) “i (LA ' d9 dp 
x =nao+(-) Mi = ny + (2) i # ‘=uor+(53), 
Però DE espressioni di x,y ,z,% non sono omogenee, essendo i primi termini di 
grado n -- led i secondi di gradop — 1; le renderemo omogenee di gdo pel, 


ponendo nei primi g, in luogo di 9, essendo g, la stessa 9 divisa peru—a°—y 2°. 
Avremo dunque: 


' È) + ò 4 ò 4 A 
È =pa, a +(5°)., = nov +(3). i Se ti =nane—(38) i 


e derivando: 


(©) 
sd 
IS) 


| 


n PTT 
o SS 
: <.l-e 
E] ——__ Zoo” 


» 
- 


SAM 
& 


Sostituendo questi valori nell'equazione di continuità (16), che nel caso dei li- 


quidi si riduce a: 
(85) + (87) (7) + 6a) =0 


otteniamo: 
1) (2+1)+ Fi 
re +0)+ (aa) +) +): 
E poichè, come abbiamo detto innanzi, il grado di 4 è arbitrario, supponendo 
up=0 oppurep= — 2, si ha l'equazione più semplice: 


(38) (GE) (237 (33) - (Fe)=0 
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Oggetto di questa Nota è di stabilire le formole che definiscono analitica- 
mente il moto rotazionale in uno spazio a tre dimensioni di curvatura costante, 
e di mostrare come talune formule del Beltrami, sebbene stabilite nell’ ipotesi 
dello spazio euclideo, valgano anche per spazi non evclidei. 

1. 1l Beltrami nella sua Memoria Sui principi fondamentali dell Idrodina- 
mica razionale *) dimostrò che « considerando due stati qualunque d'una medesima 
particella fiuida in moto, esiste sempre una (cd in generale una sola) terna di di- 
rezioni ortogonali nel primo stato della particella, che si trasforma in una terna 
di direzioni pure ortogonali nel secondo stato della particella inedesima. Questo teo- 
rema può estendersi ad uno spazio non euclideo, perchè le formole che lo dimo- 
strano valgono in generale per uno spazio qualunque, considerando che nei limiti 
d’una particella infinitesima gli spazi di curvatura costante sono coincidenti **). 

Da questa proprietà risulta che la terna ortogonale (rette principali), relativa 
al punto M(2,y,2z,%) ed all'istante 7, si sposta nel tempuscolo #, come se fosse 
rigida, e quindi il moto di questa terna rispetto al suo vertice si riduce ad una 
rotazione istantanea 7 intorno ad un asse passante pel vertice stesso. 

Determineremo, seguendo il metodo del Beltrami, le componenti p,9,* di 
questa rotazione secondo tre assi ortogonali Min£, aventi l'origine nel punto 


*) Memorie dell'Acc. di Bologna, serie III, vol. I, 1871. 

**) Questo teorema, come osservò lo stesso Beltrami, fatta astrazione dall’enunciato, corrisponde 
nello spazio a tre dimensioni a quello che per le superficie fu enunciato dal Tissot e dimostrato dal 
Dini. Esso mi pare sì possa estendere alle omografie con questo enunciato: Considerando due punti 
omologhi qualunque di due spazi omografici, esiste sempre una (ed in generale una sola) terna di 
direzioni ortogonali, tirate da uno dei punti, che è omologa ad una terna di direzioni ortogonali 
tirate dall'altro punto. 
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d 22300} => 
M(7,7,2z,u), e tali che si possano, con una semplice traslazione, portare a coin- 
cidere con gli assi fissi 0xyz. A tal uopo indichiamo con 


x1.x, L) vy4y: L) 371 Z , “+, » 
CA x, ’ Vasa . {2 ’ u-| UU, 


LYPX3 0, Y+Ya >» #43, +4, 


le coordinate omogenee, rispetto agli assi coll’origine O, degli estremi degli ele- 
menti lineari fluidi 7, ,7,,7,, situati lungo le rette principali 1,2,3, relative al 
punto 2 ,y,z,% ed all’istante #; con 


ata, + bt, i v@Pei 5 Fe 
a+ , bPb4+-h- ea 


ata, ; 64bi x. epers 4%, 
le coordinate dei punti che a quelli corrispondono nello stato iniziale; con 
I A ; AR ARR A ; Erra 


le proiezioni di 7,,7,,7, sugli assi M&n%, e finalmente con %,,%,,7, le com- 
ponenti della rotazione w secondo le tre direzioni principali. 

Le tre quantità £,n., essendo infinitesime, si confondono colle coordinate 
omogenee rispetto alla stessa terna (la quarta coordinata essendo =1), e perciò 
le relazioni tra £,,,, 4, ed x,,yY;,Z,.; si possono ricavare dalle formole di tra- 
sformazione delle coordinate *) sostituendo in esse rispettivamente: 


G, » Vi i ; ad E ,Y 38 ’ 
CLX},YtyY.ztZ%,%+4; » Re A ES 


XL sY , 7 n, » Lo >» Yo » o » U) » 


Così, osservando che zx; + yy, + 22, — uui=0, si ottiene: 


Si —'X; Aa Di 
Yy 

(1) MERO, w i» 
3 

api ER 


Le coordinate 2 ,y,2,w si possono considerare come funzioni delle variabili 


*) Cfr. Alcuni problemi di Meccanica in uno spazio a tre dimensioni di curvatura costante. 
Mem. I, Atti della R. Acc, delle Scienze di Napoli, vol. X, 1900, n. 19. 


0, 


It. der 


indipendenti @,5,c (valori iniziali di #,7,2) e del tempo t: supponendo # costan- 
te, avremo le formole seguenti: 


| de de de 
x; data ag 
ò: Ò, d 
v=fa+ gta 
2 
@) ds dz DI) 
bi 3> lità» 
- du du 
ua i: 


(3) 


(il segno £ comprende quattro termini, il primo dei quali è quello scritto e gli 
altri si deducono da esso cambiando # in y, in 2 e in iv), si deduce: 


(4) X,X, + Yaya + 2.23 — UU, = Aa;33 | Bb,b; + Cc,c, 
+ A, (b.c, + b;c,) + B, (c.a,+ c3a3) + Cy(a,b, + asd.) . 


Essendo il primo membro di quest'eguaglianza nullo, per l’ortogonalità di 7, ed 
r,, lo sarà parimenti il secondo; e poichè le direzioni 7, ed 7, restano ortogonali 
alla fine del tempo #-+ t (t infinitesimo), si avrà pure: 


(5) O—A'a,a,-+ Bb,b,4 Cc,c 4A (bc +b,c,) + B,(c,2,+-C,3,) + C,(asby-t- ab.) , 


essendo A’, B,C',... le derivate rispetto al tempo di A,B,C,... Icoseni degli 


angoli che le direzioni principali formano con gli assi £, n, £ sono dati dalla ta- 
bella seguente: 


| l 2 3 
Fa » 
| în È 
. . ’ ® ’ 
| fa "a a 
| n n US 
We > 
PE, n ta 
i t È, a 
& II AI LI 
Ì CI Va *3 
e quindi si ha per notì teoremi: 
10 = & 2 A di Na% A ts î; 
». * Mas vw % 
gt = Tati 1 Mall, 1 Sa 
orta = 1%, na t Cit: 


e alii 


Mio, Fe 
Sostituendo in queste equazioni i valori delle &,n,% forniti dalle (1), si ottiene: 


W,rag"3 =X3X3 + YaY3t- 23723 —U,U, 
' ' , ’ 
Wi, => X3X, + YaYi4-Z32,— UU,» 


Wo, =XXa + YiJa: 42,2: UU, - 


Ma, trasformando il secondo DO della prima mediante le equazioni della 
forma (2), si ha: 


de dx 


3 de d 
10,7," = 3 (4‘2,9,4 Biyb, +_C00 +0 Y 3 i +2 L7 vò 


db dede * 
ossia, in virtù della (5), 


de dx de da de dia de dx 
iaia = by be (7 dt dbdi — dI 3) + (032, — ca) (3 dal ae a 


| de dx de dx 
+ (a,b, — ab) (5 da di da # ° 


che si può scrivere più brevemente insieme con le altre due analoghe: 


wyrr, = Po(ba, — d;C3) + 90(038, — (483) +" (a,b, — ada) è 
osa = Po(bCa — bsC,) 4 90(C,38 — 6sA,) + re(a,b, — a,D;) è 


| ec,taa = Py(b20z — D3C2) + 9o(C283 — 330) + o(a.b, — agda) , 
(6) O 


avendo posto per brevità: 
i Lie de da dirò 
de dbdi db dedl 50)» 


de dae dae de 
ix de de a 7 

(37 dx de Do). 
x( do dadi da dvd 


I, 


DE toi sE 


Poniamo nella prima delle (2) î=1,2,3 e risolviamo il sistema che si ottiene 


ts 


cogli de de de. ae 
rispetto a 3 > 3° zi otterremo: 
i i DI: 
(b,c, — b,c,)x, + (bc, — b,c3)x, + (bj, — bic )x3 = H ini 
de 
(8) (c,a23 — C34,)x, + (038, —- C,a3)X, + (CA, — C42 Vx,=H5 pa 
dr 
(a,b, Da a,b, )x, “E (a3b, WE ab), * (a,b, pri a,b, )Xa =H de * 
essendo: 
|a b, c, de Yi Zi 
He | aj Kb, 6g a ve: 


‘e posto: 
de del dr | 
da db dl 
D_| DU du d 
Tal db de 
da da da 
da db de 
Ora dalla: 
o TIRO 
HD= PIA pela udine 3 
Xi Ya za) |0 x, yi Za 
a ana, 


«aggiungendo alla prima colonna le altre moltiplicate rispettivamente per 2, y,2, 


e tenendo presente la (1) della Nota I, si ottiene: 


urtare a 


U, Xx, Yi 4; 
U, X. Yi % 


Uz X3 Ya Z3 


(9) HD = Mal = urti 


Ciò posto, si osservi che le quantità 7,9, sono legate colle w,, ,, 7, mediante 


le formole: 
é 
ESSI IPA 
r; Va Va 
(10) ge wi br + 0 
r, Va r3 
gni + w, È ra A 
T, Ta 3 


‘quindi, moltiplicando le equazioni, che si ottengono ponendo nella prima delle (1) 
i=1,2,83, rispettivamente per le (6) e sommando, avuto riguardo alle (8) ed alle 


analoghe, si ha: 


Rae de de de 2 du du ,, du Ì 
feet log; i DIE tia Pi da +95 1 E 


“ossia, sostituendo il valore di H dato dalla (9), 


suit dr dae dr a du, du, dul 
(11) Liocgy Po da AS LOR "ale Mep (n.5 +ogtrs)i 


Analoghe espressioni si otterranno per 9g ed #. Per /=0, tutti i termini del de- 
terminante D si annullano tranne quelli della diagonale, che divengono eguali 


«all'unità: risulta quindi D=1, e la (11) diventa: 


a 


0 relalnp) a ara) 


iso 
supposto naturalmente che nelle quantità 7, ,9,:7,, le quali sono in generale fun-- 
zioni delle coordinate iniziali e del tempo, siasi posto #=0, per modo che si 


abbia: 

_ Ade DI [RES e ce der 1/98» de 
re=> [3a = dadi by dede e ded lo 2 vs) E) 
| ES a IR 3 l e a de 1 2 c de' 

To 2 [ded è dedel 2 ||dadei -e dade J_ 2 «di dall 
(ea a de 2 2 b de' Sf a de 
2 dadi è dadi D) da 75)-3 3 = 55)» 


| 


To = 


dadi e ddl 2 


e sicome ogni istante del moto sì può riguardare come iniziale, la (12) manterrà 
la stessa forma quando sì mutino @,,e,e rispettivamente in #,7,2.,%: avre- 
mo dunque, tenendo presente le (21) della Nota I: 


\ p=Pu—:pi(P2+Q+Ra), 
(13) rr 
r=Ru—-—î (Pr +Qy+Rz). 


u-|--1 


Quando dunque sussiste il potenziale di velocità, cioè quando P=Q=R=0, il 
moto è irrotazionale. 


2. Determineremo ora l'intensità della rotazione 7 ed i suoi comomenti 7, 
r, rispetto agli assi 0zy2. 

VI IA F y o 
Quadrando e sommando le (18) si ha: 


(14) w°= p° + 9° + r° = u(P* + Q* + R*)— (Pe + Qy + Ra)? 
Osservando poi che, siccome 2 passa per l’origine M degli assi £ng, le sue 


componenti y,9,7 ne rappresentano anche i comomenti rispetto agli stessi assi 
mentre ì momenti componenti sono nulli, si ha dalle (73) della Mem. I citata. 


HA 
pi=pu—-_-(pxt94+rz), 
u-| 1 


ossia, sostituendo i valori di 7,9,7, dati dalle (13) e riducendo: 


| Pata +99 TRA 
(15) i qa= Qu —y(Pr + Qy+R2), 
| r, = Ru — 2(Pe +Qy + Ra). 


3. Per avere l’equazione di una linea vorticale, basta esprimere che î como 
menti di un suo elemento ds, attiguo al punto #,y,2,%, sono proporzionali ai 


ot pe E 
comomenti della rotazione istantanea 7, che possiede al tempo # la molecola 
fluida situata nel punto stesso. In tal modo otteniamo: i 


uda — a du NA, udy — ydu ne udz — zdu 
Pu — r(Pr+Qy+Rz) Qu — y(Pr+ Qy + Rz)  Ru?— (Pe + Qy + R2) 


Moltiplicando rispettivamente il numeratore ed il denominatore di ciascuna 
frazione per #,y,z, e poi facendo il quoziente della somma dei numeratori e 


della somma dei denominatori, si ha come valore comune dei tre rapporti 
du 


Pet Qy+ Rs 
più semplice: 
(16) 


, il che permette di scrivere le precedenti equazioni sotto la forma 


dz _ udu 
RO Pet Q-{ Rs 


dy 
Q 


Queste sono le equazioni, date senza dimostrazione, nella Nota I. 
Altri metodi per determinare la rotazione d’una particella fluida 


4. Alle formole (15) si può giungere più direttamente nel modo seguente. 
Il Beltrami, nella Memoria citata, considerando al $ 11 un sistema di coordi- 
nate curvilinee qualunque é,n,% per le quali l'elemento lineare acquista la forma 
più generale, cioè: 


(17) ds* = Lei? + Mon? + Nat? -+ 21, dad6 + 2M, db dé + 2N, dida , 


dimostrò che le componenti della rotazione istantanea # secondo i tre assi cur- 
vilinei sono: 


{18) p=aVYL , a=yYM , "=pYN, 
mentre il valore di ;- è dato da: 


w° = Lr? + My? + No® +-2L, xo + 2M,prr + 2N, mx, 
avendo posto: 


[ dT IT 
\pr=3} 0 ‘nl, 

dm E ) 

T 

a att) 
(19) Dyg=3)_d 
ie 1 

di. DI 

1)d- dy 
re=3| CEN 

di dn 

-duve 
(20) D= VLMN + 2L,M,N, — LL,î — MM*'—NN', 


& 2T=L8"+ Mn'°4 NE'4+21,00 +2M, ZE +2N, 59. 


Si 

Queste formole risultano da altre del $ 6, dipendenti da coordinate cartesiane, e- 
stabilite nell'ipotesi dello spazio euclideo quando si supponga l’origine delle coor- 
dinate cartesiane nella particella infinitesima. Ora le formole che danno le com- 
ponenti suddette sono indipendenti dall’origine delle coordinate cartesiane, e quindi 
mi pare che non vi sia difficoltà a concludere senz'altro che le formole citate val- 
gono in generale per spazi in cui l’elemento lineare sia esprimibile con la (17). 
Si può d'altronde dimostrare direttamente che i segmenti #-VL,yVM,pWVN rap- 
presentano le componenti della rotazione. 

Assumendo come superficie È = cost , n = cost, f = cost le tre superficie equi- 
distanti dai tre piani coordinati 0zyz, e rappresentate colle nostre notazioni dalle 
equazioni = cost ,y= cost,z= cost, il quadrato dell'elemento lineare avrà la 
forma: 


, s a? y° i } , 23 
(22) ds? = dae! 4 dy? -;- d3*° — du? = da? (1 _ n) + dy° (1 _ a) + da? (1 —_ i) 


\ 


2yz dex 2xY 
— - dydî——- dada — --È dad 
FIAS Ar uf SO 


e quindi dal confronto con la (17) si deduce: 


2? y* 2? 
\ Leg = , ei” i , Nel, 
(23) 
Yz ZL LY 
Li== Sa ’ M=— ui 9 Nj= ” DE 6 


Gli assi curvilinei, che chiameremo &, n’, & sono le tangenti alle tre linee equi- 
distanti dagli assi 0ry2z, passanti pel punto M. 
Ponendo nella (20) i valori (23), si trova: 
(24) De 
Si ha poi: 
a, ,2 12 Bic 8.1 12 12 ra 
202% +y 43 —« =La 4-My 4Na +2L,jyz+... 
donde risulta: 


(25) = iu , 
< 


Sostituendo questi valori nelle (19), si trova: 


o 
Il 
(SÌ a 
|a! ar" 
eg K27 
LT 
= 
| 
se N 
DA 
Sai bi 
cc 
<= | 
_ 
3 | 
-_ 
vw__ 
ita 
| 
s 
bea 
proi 
D 


e quindi per le (18): 


(26) p=Vu—a°P , q=Vu—y0 , rvaVu_-2#R. 


Determiniamo ora i comomenti p, ,9,,7, rispetto agli assi 0.7ye. Ricordiamo 
anzitutto che un segmento » (rotazione o traslazione) è equivalente ad un seg- 
mento applicato in un punto qualunque O (comomento di x rispetto a questo pun- 


to) e ad una coppia, di momento eguale al mo- z & 
mento di # rispetto ad O ; e che una coppia di ro- 
tazioni è una traslazione, mentre una coppia di NARO Ga ecs 
traslazioni è una rotazione *). Osserviamo poi che o y pe 


le perpendicolari MA , MB, MC ai tre piani coor- 
dinati 0yz, 027, 0xy sono normali alle tre su- 
perficie equidistanti 2=cost, y==cost,z=cost, 
passanti per M, e quindi ai rispettivi piani tan- 
genti n% ZE, Eu: da ciò segue, per nota pro- 
prietà di Geometria, che gli assi curvilinei $, n, & 
sono perpendicolari alle facce del triedro M ABC. 
Ciò posto, siano 0,0", 0° i punti d’interse- Y 
zione delle facce del triedro MABC con gli assi Ozyz. Trasportiamo la rotazione 
p nel punto O: avremo un comomento p CosM0 =P(u°—z°), diretto secondo 0 2, 


ed un momento (traslazione) 0'E=pWVy+e=PVu'—x°Vy°+, diretto secondo la 
perpendicolare OE al piano OMO, le cui componenti secondo BO' ed 0°C sono ri- 
spettivamente: 


0a OSE pi gie 
dI A 33 

Ripa 
È Va LE +9 


Trasportando in O questi tre vettori, il comomento P(u'—?) resta inalterato; 
ciascuno dei vettori OE ed OE dà luogo ad un momento e ad un comomento. 
Dei comomenti non terremo qui conto perchè rappresentano traslazioni: i momenti 


saranno : 
x 


= Pyx secondo — y 


OF = O'E' Sen09 — O'E° ===" 
67 pa a 


06 =0iESen00 = 0 —__= "Pza » gie, 


Operando analogamente per 9° ed 7°, avremo rispettivamente i seguenti comomenti 


*) Cfr. Alcuni problemi ece., Mem. I n. 35 e 36; Mem, II, n. 13 e 14. 
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= 
secondo gli assi 0x, 0y, Oz: 


x y z 
p° P(a— x), — Pay , — Paz 

q|_- Que sO yyi i 
r|—-Rzx , — Rzy : R(u — 2?) , 


quindi sommando i comomenti secondo 07, e quelli secondo 0y ed 0z si ha: 


p,= Pu —x(Pa +Qy+R2z), 
qi= Qu? — ylPar+Qy + Rz), 
r,= Ru — «Pr + Qy + Rz). 


Queste sono appunto le formole (15). 


5. Ma un metodo più semplice dei precedenti per determinare la rotazione di 
una particella fluida, in uno spazio di curvatura costante, è il seguente: Siano 
ad un determinato istante M (2,y,2,u) ed M(z+x,y7+y;z+z,%+u) due punti 
del fluido, infinitamente vicini. Considerando 4’, y,z, come funzioni omogenee 
di 2,y,z,v (Nota I, n. 6), avremo le equazioni: 


! È da dr dI dae 
TNA 
OSL dy' dy de 
—[ —— pi Pra Lia Sei I 
; dy (57) ; (7) + )e+ LE 
(27) 1 i 
da . {dz dz da 
ateo La va 
i__ (du i fd È (- du' 
du = (lat e SL E (9Ì ; 
alle quali possiamo dare la forma seguente: 
dr = @a,X+4,Y+ 4,32+a,jJUt q2 ma ry =" p'u ’ 
| dò: = 4,34 0:y+a,z:a,U6{py —-qagtru, 
du = —a,X — 3) — dg2 - AU + px + dI * rav 
ponendo: 
ò de - de - dr'\ _ -, 
| (3 CRE DI = <<? NeS- =a3t+9 È ($- =aak+P 


esa fi gal 
Da queste deduciamo, supponendo 4,.=%,;, 


dn= (5) (3) (0) FR) 
"= (0) +07) | 7-0) (0) + PG) 


Supponendo poi ridotte le ',y,z,v a funzioni omogenee di primo grado delle 
variabili #,7,z,%, potremo scrivere: 


%» e) tr 


od anche per le (29), 


(30) 


(32) o =ayg+ay tag ++ ga —ry + pu . 
In virtù delle (30), la (31) diventa invece: 


=) (0) CE) pieni 


‘e poichè i primi quattro termini del sesoado membro si riducono a — 2' (Nota I, 
n. 6), avremo, scrivendo anche le altre equazioni analoghe: 


, 


y 
(33) , _ = 2» 
s=py—-Qqet+ru, 


a'=q: —ry+pu, 
=rx—pz + qu, 
u=pxt+qytrz. 


Sommando membro a membro la (32) e le altre analoghe rispettivamente con le 
(28), e ponendo: 


eee bay py L= £+2 U:=smibba 
xa=e&e 07, Y "Ly VAT ARE ai SI utdu , 
otterremo: 
x'=(a,XK+a,Y+agZ+a,yU)+(gZ —*Y +pU), 
Y=(a,X +a,Y+ayZ+ayU)+(rX —pZ +9U), 
(34) 


"— (agX+agY+a,Z+a,U)+(pY —qX+"U), 
—U=(0,X+agY+agZ+a,U)+(PX+9Y+r2Z). 


io 


Queste equazioni mostrano che nei dintorni del punto #,y,z,w i punti del fluido 
hanno un movimento dislocatorio semplice *). I trinomi entro parentesi rappresen- 
tano il moto rigido (Mem. II, p. 17) n) ed i quadrinomi il moto semmetrico 0 


int stino della molecola. Le quantità D» q,r, è Pg, sono le componenti di due 
vettori, applicati all’origine degli assi coordinati, dei quali il primo rappresenta 
la velocità angolare, ed il secondo la velocità di scorrimento della molecola fluida 
attigua al punto M(z,7,2z,%). Questi vettori sono equivalenti a due altri appli- 
cati in M, e le cui componenti rispetto alla terna Mén$& (che si può portare a 
coincidere con gli assi fissi 0zyz mediante una semplice traslazione), sono : 


p=up +yr — eg — > ‘Di (po +94 +72), 


p=up—yr +39 — Pf (pe+gy+ ra 


ossia, sostituendo i valori di P,9,... dati dalle (30) e riducendo, 


9  reee[(E)- MO] [CE] COC) 00) 


’ 


“rp canale Ge)le+ 165 o) GORI: 


Da ’ te cu 
(50) p=@ — — 


ULI 


Le formole (35) e (36) danno le componenti della rotazione e della traslazione 
‘della particella fluida rispetto agli assi Mén%. Le prime, in virtù delle (15) e 
delle (21) della Nota I, coincidono con le (13); le altre coincidono con le espres- 
sioni della velocità dell’ origine M, che si possono dedurre immediatamente dal- 
Je (1900660; 


6, Quanto al moto intestino, osserviamo che il punto M non vi partecipa, poichè 
le (33) ci dicono che tutto il mito di M è compreso nel moto rigido. Volendo 
dunque considerare il moto intestino re!ativo al punto M, basterà porre in M l'’o- 
rigine delle coordinate. Allora X,Y,Z diventano le coordinate cartesiane di M' 
ed W=0: 


*) Cfe. Maggi, Principii della Teoria matematica del movimento dei corpi. Milano 1896, 
p. 49. 

**) Le formole (54) della Mem. II si riferiscono ad uno spazio iperbolico intendendo che le coordi- 
nate di un punto non siano £,Y,Z,%, ma ze, 7 ,îz , tu, e che le componenti dello scorrimento 
siano rappresentate non da p', g', 7, ma da 7p', îq', îin'. 

#**) Le formole (1) restano inalterate se si suppone che x;. Y;,Z;, siano gl’inerementi delle coor- 
dinate nel tempuscolo dt. 


ESTA LE 
Dicendo »,,v,,v, le componenti della velocità nel moto intestino, si ha: 


v,dt=a,X+4 a,,Y 072, 
_ Mas ! 
v,At = Ag XK = a dt "i Agg , 


, —_ ta I i 
v,di=azX4 ag, k+a3Z, 


«quindi le formole del moto intestino sono le stesse che nello spazio ordinario *), 


ciò che era da prevedersi, trattandosi di moto che ha luogo nei limiti di una par- 
ticella infinitesima. 


Colle formole stabilite in questa e nella precelente Nota, e seguendo, colle 
considerazioni fatte al n° 4, gli stessi metodi del Beltrami, mi pare si possano, 
senza difficoltà, estendere agli spazi di curvatura costante le proprietà dei vort:- 
coidi, dei flussi e della circolazione introdotte nelia Meccanica dei fluidi da Hel- 
mholtz e da W. Thomson. 


finita di stampare il dì 15 Ottobre 1902 


*) Cfr, Beltrami, Mem. cit., 53. 
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